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111 . 

Traduction d’un fragment anonyme sur la formation des triangles 
rectangles en nombres entiers, et d'un traité 
sur le même sujet par Aboû Dja’far Mohammed Ben Alhoçaïn. 

A. 

TRADL'CT10?( D’IT.N FRACMr^T AN05YMC SUR tA PoRHATION 
DUS TRU7IGLES RECTAKGLF.S EN NOMRRES ENTIERS. 

1 . 

Taiiglc (di*oil de ce triangle est compris entre les côt^) six et huit, fol. si r«(«. 

et sous-tendu par dix. Ce (tnangle) est donc de Tespccc du premier triangle. 

Il en est de tnéme de celhi dont l*angle est compris entre un et demi, et deux, 
et sous-tendu par deux et demi. Ce (triangle) est encore* de la même espèce. La 
meme chose a lieu pour les autres triangles souches qui sc comportent de cette 
manière. 

• OBSEnVATIOXS. 

Le fragment dont on lit ici la traduction, est contenu dans le manuscrit 952 Ms du Supplément arabe 
de la Bibliothèque Impériale de Paris (numéro du Catalogue rédigé par M. Rcinaud). J’ai inséré une 
deKription détaillée de ce manuscrit dans un mémoire intitulé: Essai d’une restitution de trarauT perdus 
d'Apollonius sur les quantités irrationnelles ( publié dans le Tome \|V des Mémoires présentés par 
divers savants à rAcûicniic des Sciences de l’Institut Impérial de France), pages G à <4 du tirage à 
pari. I..C présent fragment est mentionné sous le N! 19 de l’énumération des traités ou fragments de 
traités contenus dans ce ms., qui est donnée à l’endroit cité. 

J’y ai dit aussi que la table qui sc trouve à la An du ms. , et qui a été rédigée bien longtemps 
après l’époque ou a été faite la plus grande partie des copies que renferme le ms. , est signée du ti 
moharram 657 de l'hégirc (8 janvier 1259 de notre ère). Or , Je crois qu’ au temps de cette date le 
commencement du traité que je traduis ici. manquait déjà dans cc ms. : et voici les raisons qui me 
déterminent à pencher pour cette opinion. Dans la table dont je viens de parler, chaque titre est pré- 
cédé d’un numéro d’ordre exprimé par les lettres de l’alphabet numéral. Les mêmes lettres se trou- 
vent dans le corps du ms. écrites à l'encre rouge près des titres des traités correspondants. Or , le 
présent fragment finit au bas du recto d’un feuillet (fol. 86 r?) , et le traité suivant , qui commence 
en haut du verso du même feuillet, porte le numéro d'ordre 22; de cette disposition il résulte que, 
quand même le volume aurait été défait après la rédaction de la table, cl que ses parties auraient été 
rassemblées par la suite dans un autre ordre (comme cela parait avoir été le cas), toujours notre frag- 
ment serait le traité correspondant au numéro 21 de la table. Or , tandis que le titre du traité qui 
commence au fol. 86 v*. do ms., et le titre qu’on trouve sou4 le numéro 22 de la table» se correspon- 
dent parfaitement, le titre que l'on trouve sous le numéro 21 de la table, ne correspond que vague- 
ment au contenu du /ragment. Cc titre est: <c Du carré et de la .racine» {fl'l-mdl tca Je 

conclus de là que le rédacteur de la table n’avait plus sous les yeux le commencement et le véritable 
titre du traité, et qu'il a fait Itii-mémc le titre que je viens de dire, d’après un examen plus ou moins 
superficiel du contenu des pages qui restaient de ce morceau. Je fais observer toutefois, que ce titre 
et Du carré et de la ncine » n’est pas aussi étr.ing<'r à la matière traitée dans le fragment, qu’on pour- 
rait le croire en voyant qu'il y est question principalement de triangles rectangles formés en nombres 
entiers. Car on verra plus loiu que toute cette théorie a pour but la solution du problème de trouver 
K des carrés qui, augmentés ou diminués d’un même nombre, produisent deux nombres dont on puisse 
extraire U racine », ou, comme nous dirions, deux nombres carrés. I^s termes de cet énoncé du 
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probl^l^e des nombres congruents se rapprochent sufTisamment du titre 21 de la fable , pour nous 
convaincre que ce titre se rapporte eirectivement au fragment. 

La partie qui a précédé le commencement actuel du fragment, et qui manque dans le ms., parait 
n'avoir été que d'une étendue peu considérable, ou n’avoir contenu que des préliminaires. Du moins 
l'absence de cette partie ne nuit en aucune façon ni à la clarté ni à l' intérêt de ce qui nous reste 
du traité. (Comparer aussi ci'après les observations 15.) 

Les lignes ci-dessus paraissent terminer un paragraphe dans lequel Tatiteur a expliqué la distinction 
qu’il faut faire entre les triangles rectangles primitifs, qu'il appelle triangles souches, cl 1rs triangles 
rectangles dérivés, qu’on obtient en multipliant les trois côtés d’un triangle rectangle primitif par un 
môme nombre. Il donne comme exemples des triangles dérivés, les triangles 6, 8, 10 et l| , 2, 2} , 
que l’on obtient en multipliant respectivement par 2 et par i les cotés du triangle primitif 3, 4, S. 

2 , 

Nous avons trouvé que ces triangles ne sont jamais que des moitiés de carres 
ublüiigs, et qu’il est impossible qu'ils' soient des moitiés de carres équilatéraux. 
Car, si les deux côtes qui comprennent l'angle dioit, .sont égaux et rationnels, 
il est impossible qu'ils soient sous-lendus par un nombre rationnel, et s'ils sont 
sous-tcudus par un (nombre) rationnel, il est impossible qu'ils soient rationnels 
et égaux. £n effet, il ne saurait exister de nombre ayant une racine rationnelle, 
et dont le double ait également une racine rationnelle. 

OBSEJtFJT/OX 

Le fait fnoncé par Pautrur r$t une consé<)uence du lhéor^me démontré déjà par Euclidc dana la 
117' proposiliun du X' livre des Eléments (page de l'Édition d’Oaford), ou de la vérité que l'i 
est une quantité irrationnelle. 

3 . 

Nous avons trouvé que riiypotéiiusc de cimeuu de ces triangles qui .sont les 
souches des espiccs, c’est à dire le côté qui sous-teiid l'atigle droit, est toujours 
impair, et que ce nombre impair est constamment divisible en deux nombres 
dont on peut extraire la racine, et dont Tuii est impair et l’autre pair. 

Nous avons trouvé aussi que ces nombres impairs se suivent dans un ordre 
déterminé par une propriété unique, et qu’ils n’en sortent jamais. C’est que le 
premier des nombres qui peuvent être des byputénu.se$, est le nombre cinq. Or, 
•si l’on ordonne les nombres impairs qui suivent le cinq, d’ajnés leur ordre na- 
turel, à savoir : .sept, neuf, onze, treize, quinze, dix-sept, dix-neuf, vingt un, 
vingt trois , vingt cinq , vingt sept , vingt neuf, trente un, et ain.si de suite 
jusqu’au nombre <juc vous voudrez; vous trouverez qu'entre le .second des nombres 
qui peuvent être des hypoténuses de triangles souches de leurs especes, et entre 
le cinq qui en est le premier, .sont compris trois nombres impairs, et que le 
(nombre dont il s’agit,) est le (piatrièmc, à savoir treize. (Vôus trouverez) en- 
suite qu’entre ce second nombre et le troisième est compris un seul nombre im- 
pair, et (le nombre cherché) est le second (à partir du précédent) a savoir dii- 
.sept. Entre ce troisième et le quatrième .sont compris trois nombres (de la suite 
que nous venons de dire); ensuite entre le quatrième et le cinquième un nom- 
bre, entre le cinquième et le sixième trois nombres, et entre le sixième et le 
septième un nombre; et ainsi de suite, en montant de cette manière jusqu’au 
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nombre que vous voudrez, si ce n’est que cette suite comprend aussi (quelque- 
fois) un nombre impair qui n’est pas dccompasable en deux nombres dont on 
puisse extraire la racine, (ommo par cxenijde quarante neuf, soixante dix-sepl 
et cent vingt uii. Lorsqu’on arrive a un nombre semblable , il est impossible 
que ce (nombre) soit hypoténuse d’un triangle, mais il en occupe seulement le 
rang; les nombres qui le suivent, restent ranges suivant l'ordre que nous avons 
expliqué, et fpt’ils ne cessent pas de conserver. 

OtiSER VATlOyS. 



L'auteur énonce ici trois théorèmes : premièrement que Thypoténose d'un triangle primitif est lou* 
jours décomposahie en deux carrés. Secondement qu’elle est toujours de la forme I ou itm+S. 

Troisièmement que tous les nombres de la forme 12m 4- 1 ou 12m + 5 ne sont pas réciproquement 
des hypoténuses de triangles primitifs. 

Pour nous rendre compte de la justesse de ces théorèmes il ne sera pas inutile d’exposer en quel- 
ques mots les principes fundamenlaux de la théorie dont l'aatenr s'occupe; ces explications seniront 
en même temps rk base à l'éclaircissement d’autres considérations que l'auteur développe dans la suite 
de son traité. 

1 . Soit Jt» 4- sa 

un triangle rectangle primilif. Comme x., y, x sont premiers entre eux, ni deux de ces nombres, ni 
tous les trois ne peuvent être pairs. Ils ne peuvent pas non plus être tous les trois impairs , parce 
que la somme de deux nombres impairs est paire. Le seul cas possible est donc que l'un des trois 
nombres soit pair, cl que les deux autres soient impairs: et encore on voit que ce n' est pas « et y 
qui peuvent à la fois être impairs; car la somme de deux carrés impairs (2p 4* 0* + (2^ + 1}* est 
de la forme 4m 4* S » 2(2m 4* 1) ce qui no peut pas être un carré. II résulte de U que l'hypoté' 
nuse d’un triangle rectangle primitif est toujours impaire , tandis que l'une de ses deux cathètes est 
paire et l’autre impaire. 

Soit y la cathète paire; Ü s'ensuit que ^ et ^ sont des nombres entiers; mais ce sont en 
même temps des nombres carrés. En effet, on a 



s 4- X X — X 
2 2 




*’ I- X X X * X X X 

Or, — ^ — et — - — sont premiers entre eux; car, si — ^ — et — | — avaient un facteur coin* 

muD S , de sorte que — et , il s'ensuivrait que x = (r4-a)J et a: ^ (r — i)i, 

et le triangle ne serait [las primitif. Le produit de deux nombres premiers entre eux cl 

étant un carré, il faut donc que chacun de ces deux nombres soit un carré. Conséquemment s est la 
somme de deux carrés, üo voit en même temps que x est la différence des deux mêmes carrés, tandis 
que y est deux fois le produit des racines des mêmes carrés. 

2. Tout triangle rectangle primitif étant, comme on vient de le voir, de la forme 
(fli _ + (2 oA)* = (o> 4- h’)» , 

on obtiendra tous les triangles primitifs en prenant pour a et 6 toutes les valeurs qui rendent a^4*^^ 
impair, d’où U suit que toujours Tun des deux nombres a, b doit être pair et l'autre impair , donc 
O 4- 6 de la forme 2n 4- 1. On obtiendra par conséquent tous les triangles primitifs en prenant toutes 
les décompositions de tous les nombres impairs : 

2n 4" * (» 4- “ 4" 1) 4* oû îï = 0, i, 2, . . . . , n — I, 

et en excluant parmi ces décompositions celles où R + 1 et n — k auraient un facteur commun. 
On voit d’abuni qu’aucune de ces décompositions ne (>cut être identique avec une décomposition pré- 
cédente; et que les côtés de tous les triangles résultant de ces décompositions seront représentés par 
les expressions 
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i) (n+a + |)>— (n — a)»*=(Jii + i)(S«+l) 

S) 2(„4.«+ 

3 ) (» + «+ l)»+ (» — ■»’ «3ii(n + J) + 2 k(«+ 1) + I 
De ces expressions U suit immédiatemcnl que, pour que le triangle suit primitif, U faut cl i! suflit que 
(A^st^l) et (a — a) soient premiers entre eux. On reconnaît, en outre, qu’aucun triangle ne se présentera 
deux fois. Car si deux décompositions d’un même nombre impair 2n+t donnaient lieu il deux triangles 
égaux, les hypoténuses de ceux-ci seraient égales, donc ♦ 

ce qui est impossible tant que est dilTérent de », attendu qu on ne peut pas prendre = — («*f O* 
Si les deux décompositions appartenaient à deux nombres impairs diiïcrents 2n + 1 et 2n'4* 1 » 
remarquerait que non seulement les deux hypoténuses doivent être égales, mais encore que le cdlè I) 
de l’un des deux triangles doit être égal au cdté t) et non pas au cdté 2) de l’autre, parce qu’un nom- 
bre impair ne peut pas être égal à un nombre pair. On aurait donc les deux équations simultanées 

(» + « + *)* + <«-«)’« («’ + «' + D’ + {«’ — «V 
(A + “ + 1)* - — «î* == {"^ + «' + !)- («^ - «')» 

d’oii l’on tirerait les suivantes 

H + a + l^n'+a'-l-l 
n — a D n' — 

lesquelles donneraient enfin ti n', a» a', ce qui est contraire à l'hypothèse. 

3. La seconde valeur du troisième cdté 



2n(n + l) + 2a(a+ I) -M 



prouve que l’hypoténuse est toujours de la forme 4m + 1 cl conséquemment que, par rapport au mo- 
dule 12, elle ne peut être que des formes 12m -f- 1, 12m -f 5, 12m 9. Mats il est aisé de voir que 

cette dernière forme doit être exclue, parce que l’hypoténuse d’un triangle rectangle primitif ne peut 
pas être divisible par 3. 

En effet, tout carré ne pouvant être que de la forme 3m ou 3m-f* 1 • 1^ somme des deux carrés 
(n 4.. a (K-»a)^ ne pourra être divisible par 3 que lorsque chacun des deux carrés séparé- 
ment est divisible par 3, et, par conséquent, lorsque n + ■< + 1 et sont chacun divisible par 3. 
Mais, dans ce cas, les deux cathètes seraient également divisibles par 3, donc le triangle rectangle ne 
serait pas primitif. 

Il suit de U que Chypotenute d'un frioti^fe r$ctangle primitif ut toujoun de la forme 12m -f 1 
ott de la forme 12m 4- 5. *j 

4. La réciproque n’a pas lieu. Tout nombre des formes 12m 4~ 1 uu 12m + S n'est pas nécessaire- 
ment décomposabic en deux carrés. Car, soieut p, f, r, t .... des nombres premiers , inégaux , plus 
grands que 3 et de la forme 4m 4* 3, et soient I, u, v, u> .... des nombres premiers et inégaux de 
la forme 4m 4- U nombre 



P -9 



7 « >* * J» 

.q'^.r.i ... . t .m .V . w . . . 



*) De ce qui précède découle immédiatement la démonstration d’un théorème que M. Poinsol a 
énoncé dans la séance du 7 mai 1849 de rAcademic des êkiienccs de Paris (Comptes Aendui, l.«r se- 
meitre 1849, pag. 582), à savoir que le produit des trois cdtés du triangle est. toujours divisible par 
le produit 3. 4. S, mais que l'hypoténuse n’est jamais divisible par 3 ou 4. 

1. L'hypoténuse z étant de la forme 12m 4- 1 ou 12m 4- 5. ne peut élredivisiblc ni pah 3, ni par 4. 

2. La catbèle y « 2(n + * + l)(tt — *) »t toujours divisible par 4. Car, si n et a sont à la fois 
pairs ou impairs, n » est pair; et si l’un des Jeux nombres n, a est paire! l’autre impair, »4.a4l 
est pair. 

3. L’un des trois côtés x, y, x est nécessairement divisible par 5. En effet, chacun des deux carrés 

(n 4> a-|- ip et (a — «)’ ne peut être que de l’une des trois tormes 2üm, .5«+l. 5m-f4. Si l’un des 

deux carrés est de la forme 5m + 1 et l’autre de la forme 5m 4- 4. z «*st divisible par 5. Si l’un est 

de la forme 25m et l'autre de la forme 5m 4* 1 ou 5m 4* 4. 1/ est divisible par S. S’ils sont tous les 

deux de la forme 5m -f- 1 ou 5m 4, x « (n 4" “ + l)’~ (« — *)* ‘'St divisible par 5. 

4. L’un des deux côtés x, y est nécessairement divisible par 3. Car chacun des deux carrés (n4‘A-f‘iP 
et (a — a)> ne peut être que de l’une des deux formes 9m ou 3m 4- 1. Si l'un est de la forme 9m et 
l’autre de la forme 3m + I, y est divisible par 3 ; cl si tous les deux sont de la forme 3m -f I . x 
est divisible par 3. 
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(oti la somme a -f- ^ + Y ^ des exposanU des facteurs de la forme 4144*3 doit 6tre paire et >0, 

tandis que ces exposants mêmes ne doivent pas tous être pairs) sera toujours de la forme 12m + 1 < 

ou 12m -f* 3» et cependant ne pourra pas être décomposé en deux carres. Pareillement le nombre 

(p“. )’ 

sera toujours de la forme t2n + t* rt ne sera cependant pas décomposable en deux carrés. Enfin les 
nombres de la forme 12m + t ou 12m .f 5 qui sont décomposables en deux carrés, ne donnent pas 
toujours lieu i des triangles rectangles primitifs. (Voir ci apres les obserrations pag. 44 et suie.) 

4. 

Une des clio.scs mcrvcillcu.scs qu’on trouve en examinant les nomlires, c’est 
que si la suite (que nous avons décrite) conduit à un de ces nombres impairs 
qui ne jiout pas | être liypote'nuse d’un triangle, et qu’on la prolonge a par- fol. si vtrto. 

tir de là d’un nombre ou de quelcpies nombres, il viendra un nombre qui est 
liypote'imse de deux triangles dillcrents dont cliacun est souche de .son espè- 
ce. C’est ainsi que la suite conduit à quarante neuf qui ne peut pas être hy- 
poténuse, parce qu’il ii’cst pas divisible en deux parties dont on puisse extraire 
la racine; ensuite si nous allons jus(|u’au nombre soixante cinq, nous trouvons 
qu’il sou.s-tcnd deux triangles dont l’im a pour un de ses deux (autres) côtés 
soixante trois et pour l’autre seize, tandis que l’autre tiiangle a pour un de scs 
deux (autres) côtes trente trois et pour 1’ autre cinquante six. Pareillement la 
suite conduit a soixante dix-sept, qui est un des (nombres) qui ne peuvent pas 
être hypotc'nuses; puis, lorsque nous sommes arrive's au nombre quatre-vingt cinq, 
nous trouvons qu’il sou.s-tcnd deux triangles dont l’un a pour un de ses deux 
(autres) côtes soixante dix-sept et pour l’autre côte' trente six, tandis que l’autre 
triangle a pour un de scs deux (autres) côtés treize et pour l’autre côté qua- 
tre-vingt quatre. Cela avec d’ autres choses encore fait partie de ce qui sera 
certainement expliqué dans la table ordounéc suivant ces nombres que nous pro- 
poserons bientôt, si telle est la volonté de Dieu. 

Ceci sont les principes fondamentaux de la connaissance des hypoténuses des 
triangles qui sont les souches des espèces. Je n’ai pas trouvé que cela fût men- 
tionné dans aucun des ouvrages anciens; ni aucun des modernes qui ont corn- , 

posé des traités sur le calcul, ne l’a mentionné non plus; et je ne sache pas 
que cela ait été révélé à (juelqu’un avant moi. La gloire appartient à Dieu seul. 

OJISEBrATIONS. 

Après avoir énoncé que la suite des nombres des formes tSm -f i et 12m 5 renferme des nom- 

bres qui ne sont pas décomposables en deux carrés, l'auteur fait observer maintenant, qu’elle en ren- 
ferme qui le sont de plus d'une manière. En effel, en désignant par I, u, r, w, . . . '. des nombres 
premiers et inégaux de la forme 4m -f 1 cl par F* un facteur quadratique dont les facteurs premiers 
sont de la forme 4m 3 et plus grands que 3, le nombre 

F>. 

sera de la forme tim+l ou 12m4-5, et décomposable en deux carrés de | (^+l)(p+IKv+l)(p+()... . 

«U de I (1 4* l)(p 4* t)(» 4“ iKp 4“ 1) • • • — I manières, selon que parmi les nombres X, (a, v, p, . , . 
il s*cn IrouTc un au moins qui soit impair, ou qu’ils sont tous pairs. (Gomp. Gatuê^ Ùitquitiiionet 
arithmfiicae. Lipsiae 1801, Pag^. 218. 219). 

Remarquons qu’il faudra exclure quelquefois certaines de ces décompositions parce qu'elles ne don- 
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neol pas )i«u k des triangles primUifs. Ainsi, le nombre est de U forme lim+l ou 12m+5 

(suivant que est de la forme 3m ou 3m + 1), et donne lieu aux décompositions 

1) {4h»+ 1)“ ==* {4n>+ 1)»+ (8«* + 2n)» 

2) (4n= + J)* = (12n=— (Su* — 

La première de ces décompositions doit être, exclue, jiarce que Jes deux carrés qu'elle donne, ont 
le facteur commua (4n^ 4* f)^' seconde* au contraire donnera toujours lieu à un triangle primitif, 
parce que 12n* — 1 et 8n* — Gn » t4n* — 3}2n sont premtm entre eux. En effet, 12n' — t ne peut 
d’abord être divisible ni par 2. ni |>ar n. ni par un diviseur de n. Ensuite, si 12n^ — t et 4n^ — 3 
avaient un facteur commun d , de sorte que 12n^ — 1 =s p . d et 4n* ~ 3 » 9 . d , il s’ensuivrait 
8 B (p — > 3f }d , et d devrait être un des nombres 8,4,2. Mais I2n* — 1 e^4n'* 3 sont impairs- 

Donc 12n*— i et 8»* — On premiers entre eux. , . 

L’auteur ne mentionne que des décompositions en deux carrés de deux manières différentes ; pro* 
bablcmènt parce qu’il c’a sous les yeux qu'un commencement peu étendu de la suite des Nombres 
de la forme t2m+ f et '12m H- 3. . . ^ r* •, 

11 s’exprime aussi presque comme Vil avait pensé que Tes nombres de' cette suite qui ne soot pas 
décomposables en deux carrés, et ceux qui le smit de plusieurs manières, se présentent à tour de rôle. 
Ce serait une erreur. En effet, les deux nombres 4C9 cl 473 qui ne sont pas décomposibles en deux 
carrés, sont deux termes contigus de la suite, il en est de même des deux nombres 209 t\T i les 
deux nombres 329 et 341 ne sont pas décomposables en deux carrés • et ne comprennent cependant 
entre eux que le nombre 337 qui n’est décomposable que d’une seule manière; de même les nombres 
383 et 413, qui ne sont pas décomposables en deux carrés, ne comprennent entre eux que les nom- 
bres 389, 397, 401, 409, tous décomposables d’une manière seulement en deux carrés. 

Les dernières lignes de l’auteur sont d’une certaine importance historique'. Les formult*$ telles que 
«t si telle est la volonté de Dieu, » et l’opposition établie entre les «c ouvragds'4ncicns a, c’est à dire 
les ouvrages grecs, cl les traités de calcul des k modernes, a prouvent que J'auleur est mahométan , 
et que ce qu'il y a dans le présent traite d'original sur la théorie des triangles rectangles en nombres 
entiers, appartient k l'école arabe. D’un autre cdté des dates de copie qu’on trouve à la On d’une as- 
ses grande partie des morceaux contenus dans le ins. qui renterme ce fragment , constatent que ces 
morceaux ont été copiés pendant les années 969 à 972 de notre ère; il y a dbnc toute probabilité que 
l’auteur du fragment écrivit ce traité avant 972. A celle époque le dévcloppoujent des sciences chez 
les Arabes durait enriroci depuis deux siècles; et jo pense qu’il faut placer la composition du présent 
traité bien plutGt vers la fin que vers le commencement de cet espace de temps. 

5 . ; 

Il existe diffe'rentes manièi-es d’arriver a la connaissance dçs côtds qui com- 
prennent l'angle droit de chacun de ces triangles. Une de ces manibres consiste 
à diviser l’Iiypotdnuse que vous voudrez, dans scs deux parties dont on peut 
extraire la racine, à prendre la racine de l’une de ces parties, et a la multi- 
plier par deux fois la racine de l’autre. Le produit sera toujours un nomhrc pair; 
et ce résultat (de la multiplication) est l’un des deux côtés de ce triangle. Ensuite 
vous additiounez les deu^ rafiqcs, et vous multiplie; la somme par la dilTçrcnce 
des deux (raciucs). Le résultat, qui est toujours un nombre impair, est l’autre côté. 

Par ce procédé on obtient ces triangles suivant l’ordre, de manière <pie l’un 
SC présente après l’autre; il n’on sera oublié aucun, et il ne pourra arriver ni 
qu’on en omette un pour en prendre un autre, ni que certains d’entre eux aient 
des diviseurs communs avec certains autres. 

OBSERrATION. 

Ayaat précédemment trôuyé li snilc des hypoléouses, ARa’-fi’, l'auteur aura maintenant la suite 
complète des triangles rectangles primitifs en nombres entiers en formant pour chaque A et pour chaque 
décomposition d'un A oh a et i soot premiers entre eus, les expressions 2ab et (a-(-A)la— A)=a’— 
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Il rail obsmrr avec raison que le premier de ces produits est toujours pair et le second impair. Com- 
parer ci-dessus les observations 3. 

6 . 

Voici une autre manière d’arriver à la même connaissance, et qui comprend 
à la fois les triangles souclies et ceux qui en sont de'rivds. C’est que si vous 
multipliez la somme de deux nombres differents quelconques, quels qu’ils soient, 
par leur diffc'rcncc, il en résulté un côté d’un triangle rectangle; si vous mul- 
tipliez l’un des deux (nombres) par l’autre (pris) deux fois, il eu résulte un autre 
côté du meme triangle; et si vous multipliez cliacun des deux (nombres) par 
lui-même, et que vous additionnez les (deux résultats), il résulte l’hypoténuse 
qui sous-tend ces deux côtés. C’e.st pour cette raison que chacune des hypoté- 
nuses de ces triangles est divisible en deux nombres dont on peut extraire la 
racine. 

Si en.suitc vous voulez obtenir par cette opération les triangles souches a l’ex- 
clusion des triangles dérivés, sachez qu’elle ne donne pas ces triangles purement, 
de manière que les uns n’aient pas des diviseurs communs avec les autres, si 
la .somme des deux nombres dont on multiplie l’un par l’autre (pris) deux fois, 
et dont on multiplie la somme par la différence, n’est pas un nombre impair. 

Donc si votre but est celui (de trouver les triangles souche.s), prenez les nombres 

impairs, dont le premier est trois, divisez chacun de ces nombres dans les parties 

entières dans lesquelles | il jreut être décomposé , (ordonnez) ces parties deux fol. 82 rtela. 

à deux, et opérez .sur les deux parties, comme vous aviez opéré sur les deux 

nombres (quciconquc.s) dont nous avons parlé (ci-dessus). Les triangles qui ré- 

.sultent se suivent l’un l’autre. 11 faut cependant que vous ayez sous les yeux 

les hypoténuses rangées suivant 1’ ordre , afin que vous puissiez chercher les 

(triangles), que vous auriez peut-être omis, et afin que (ce contrôle) vous révèle 

les triangles dérivés (qui par ha.sard .se seraient glissés parmi vos ré.sultats et) 

que vous n’auriez pas reconnus comme tels. Vous les supprimeriez ensuite, afin 

que vous ne les fassiez pas pa.sser pour des triangles souches. Si telle est la 

volonté de Dieu. 

Par exemple, le trois se divise eu un et deux. Si vous multipliez l’un par 
le deux (pris) deux fois, vous aurez quatre, ce qui est l’un des deux côtés (com- 
prenant l’angle droit) du premier triangle. Si vous multipliez lu somme de l’un 
et du deux par la différence de ces deux (nombre.s) qui est un, il ré.sulte trois, 
ce qui est le second côté. Et si vous multipliez chacun des deux (nombres) par 
lui-même, et que vous additionnez les produits, il résulte cinq, ce qui est l’hy- 
|Kitéuuse. 

Pareillement le cinq, qui .suit le trois, .se divise en trois et deux, et en un 
et quatre. Si vous opérez sur le trois et le deux comme nous l’avons décrit, 
vous aurez le second triangle, qui est 'cinq et douze .sou.s-tendus par treize. Et 
si vous opérez d’une manière serablabc sur le quatre et l’un, vous aurez le troi- 
sième triangle, qui est quinze et huit sous-tendus par dix-sept. 

De même le $ept se divise en trois et quatre, en deux et cinq, et en un et six. 

•i 
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OBSERVATIONS. 

11 est évident que, a et 6 étant deux nombrci quelconques difTcrenls l'un de l'autre, on aura 
[la + 6)la — 613’ + Ü2«*? = [«’ + 

Cette formule est aussi celle qu'on trouve constamment employée dans le VI'. livre de Diophante. Mais 
il faut remarquer que celte solution de l’équation -t* y’ ^ n'est qu'un cas particulier de la S4>- 
lution générale donnée déjà par Euclidc X, 29, Icmnic 1), savoir 

ou pa' et doivent être en mémo temps pairs ou impairs. 

L’auteur fait observer ensuite que. pour que le triangle soit primitif, il faut qu’on ait a+6~2n4*t: 
c'est ce qui a été déjà expliqué ci-dessus (oliservatiuns 3|. Il va compléter ci-après cette condition 
en ajoutant qu'il faut, en outre, que a et 6 soient premiers entre eux. 

Prenant pour exemples les nombres impairs 3 et 5, il a 

2it + ls3, a«2, 6«1; 2a/»s=4, {a + 6)la — 6| = a . a’ -f 6' = S 

l a «3-, 6 k t; 2u6 « 12, (« + 6)io — • 6) « S , a’' + 6'*Kl3 

2» + I e 5 J 

( a=4, 6«1; 2u6 *=» 8 , {<* 4* 6)(a — 6) ** IS, rt’ -f- 6’ ^ 17. 

7 . 

L’opération (ci-dessus mentionnée, appliqtic'e) a cliaijuc couple de ces parties, 
produit un de ces triangles suivant l’ordre. Cependant si vous continuez de cèttc 
manière, les triangles ne .sont plus produits suivant l’ordVc, mais confondus entre 
eux. C’est pourquoi j’ai dit qu’il faut ([ue vous ayez sous les yeux les livjiote'- 
niiscs rangées suivant l’ordre, afin qu'il n’y ait pour vous'ricn de diflicilc d.ins 
cette recherche. Vous verrez cela clairement dans le tableau (jue je vous en pro- 
poserai, si telle est la volonté' de Dieu. 

Si vous trouvez (ju’un des nombres impairs, lorsque vous en faites la deâaira- 
positiùu, se divise eu deux parties (|ui ont un divi-scur commun , n’employez 
pas CCS deux (parties), parce que le triangle qui en résulte, est de l'espèce d’un 
triangle précèdent. 

Ainsi parmi lo.s décompositions du neuf se trouvent six et trois qui ont un 
diviseur commun. L’opération (ci-dc.ssiis décrite, appliquée) a ces deux (nombres), 
produit uu triangle dont un des deux côtés (comprciiant l’angle dwit) est trente 
six, l’autre vingt sept, et l’hypoténuse quarante cinq. Ce (triangle) est de l'espèce 
du triangle trois et ([iiatrc dont l’hypoténuse est cinq. 

Pareillement parmi les décompositions du quinze se trouvent : six et neuf, 
cinq et dix, trois et douze. Ciiacun de ces couples a un diviseur commun, et 
ne donne lieu qu’au multijdc d'un triangle précédent. 

De môme parmi les décompositions du vingt et un se trouvent: neuf et douze, 
.sept et quatorze, .six et quinze, trois et dix-huit. Tous ces (couplc.s), se çom- 
|>urlrnl comme on vient de le dire. Entendez cela, si Dieu le permet. 

OBSURVATIO-SS. 

L'aatour veut dire, dans le premier alinéa, que ii décompose les nombres impairs suivant l'orcin* 
dans deux parties a, b, et si ou forme au uiuycn de cliaiiuc couple er, 6 uii triai^gle rectangle, les hy- 
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{tolénusrx + de ces trian$;[es ne se suivent plos, à partir d’un certain point, d’après l’ordre de 
leur grandeur. Le premier cas de ce genre se présente pour le nombre 9 qui donne lieu, par la dé- 
composition S •4' I À )'hy{>oténuse G3, tandis que le nombre II, par la décomposition 6-4*5, donne 
lieu à l’hypoténuse 61. 

En général, étant pro|K»sés dcu\ nombres impairs i a + 6 et i' « a' -f 6', où i < i’, oo aura 
cependant ^ si 

(a — — (o' — 6')> > (o' + 6')’ — (a -f 6»*. 

Prenant pour a — b et o' — b’ les limites extrêmes en posant 

d BS 2n , 6 s t , â’ s n' ^ « n' , 

on. voit que cette inégalité pourra avoir lieu dès que Sn' > n'(n' + l) pendant que par con- 
séquent dès que 2^«' — l)*> «'(«' -f- I), d’oü 6. L'inégalité dont il s'agit peut donc avoir lien 

dès que n' b 5, n >ss 4, ou à partir des nombres impairs t ^ 9 , f » U. 

Le tableau auquel l’auteur fait allusion est celui qu’un trouvera ci-dessous au N? 19. 

Ensuite l'auteur complète la condition qui doit être remplie pour que a et h produisent un triangle 
rectangle primitif, en énonçant comme nécessaire que u et 6 soient premiers entre eux. {Comparer 
obserfations 6.1 Les valeurs a =3 3, 5, 7 considérées précédemment, n'avaient pas donné lieu à 
cette remarque. En effet, si a et 6 ont un commun diviseur i, de sorte que a n h « f on a 

(a + ê)(a — h) = {p’ — 

• 2ab = 2pg9^ 

a'-t-b^ - {p^ + î’ia» ; 

le triangle produit sera donc semblable au triangle produit précédemment au moyen des nombres p 
et 7 qui forment une déromposition d'un nombre impair plus petit que p^ + 9^ t si (p + est 
impair, p -f- y l'est egalement. 

8 . 



Il existe diflerentes manières de produire ces triangles, dont une consiste en 
ce que (si vous prenex) deux nombres quelconques se .suivant | d’après Tordre fol. 82 rerw. 
naturel, la somme des deux (nombres) est un côt^ du triangle, et le produit 
de Tiin des deux (nombres) par Tautre (pris) deux fois est le second rôtë du même 
triangle. 

OBSEJtKIT/0\S. 



Prenant deux nombres consécutifs m et m -f- 1 on a 

t« + (ni + i)J* + [2m(m + 1)P = [2mlm + I) -f IJ». 

Cette règle est exactement celle que Proclus, dans son Commentaire du premier Livre des Eléments 
d’Euclide (Ed. de Bâle, pag. 111; traduction de Barocius, Padoiie 1960, pag. 271) attribue à Pytha- 
gore, et qu’il énonce de la manière suivante : k (Cette méthode) pose le nombre donne impair comme 
le plus petit di^ deux cotés comprenant l'angle droit; prenant le carré du même nombre, et en re- 
tranchant une unité, elle pose la moitié du reste comme le plus grand des deux côtés comprenant l'angle 
droit; ajoutant de nouveau à celui-ci une unité, elle forme le côté qui reste, à savoir l'hypoténuse. » 
Or, désignant le nombre donné impair par 2m I, on a précisément 
2m + 1 = IR ^ (nt -p 1) 



( 2m 4 1)»~1 
2 

|2m-MP— 1 



= 2m{m -f 1) 



-pi = 2 mim+ I) + 1 

Ces expressions montrent en même temps que cette formule donne toujours des triangles primitifs ; 
car 2m + 1 est premier à (2m -P I)* — I et à (2m 4. j)3q. i ; cl (2m -P IP+l 

premiers entre eux comme ayant pour difTcrcncc runité. 
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9 . 

Et (si vous prenez) trois nomlires ijucleonques, se suivant en sueeession eon- 
tinue d’après l’ordre naturel , le ]>roduit du premier de ces (nombres) par le 
troisième est un côte' d’un de ces triangles, et le produit du (nombre) moyen 
par deux est toujours le second côte du même triangle. 

Si l’on additionne le premier et le troisième (nombre) , il en résulte pareil- 
lement le second côte', parce que tout iioinbrc est la moitié des (deux nombres) 
qui r avoisinent. 11 revient donc au même que nous multipliions le (nombre) 
moyen par deux, ou que nous additionnions les deux extrêmes. 

(Il faut remarquer) cependant i]ue, si le premier et le dernier des trois nom- 
bres sont impairs, il en résulté par cette ope'ration un triangle qui est souche 
de son espece; et si le premier et le dernier sont pairs, il en résulte par cette 
opération un triangle <jui appartient a une espece qui s’est déj'a présentée an- 
térieurement. 

S’il en est ainsi, il résulte de cette proposition que, si l’on multiplie un nom- 
bre pair quelconque par deux, le .produit est un côté d’un de ces triangles qui 
est souche de .son esjwce; et si on multiplie l’un par l’autre les deux nombres 
impairs (|ûi se trouvent placés des deux côtes de ce nombre pair, le produit 
est lé second côté du même triangle. 

Par exemple (prenons) un, deux, trois, l.c produit de deux par deux est un 
côté d’un triangle (rectangle), c’est quatre; et l’unité fois trois est trois, ce qui 
est le second côté du même triangle. De meme (prenons) trois, quatre, cinq. Le 
produit du quatre par deux est huit, ce qui est un côté d’un triangle (rectangle); 
et le produit du trois par cinq est quinze, ce (|ui est le second côté du même 
triangle. Et pareillement des autres. 

Quant aux (cas où les deux extrêmes sont des nombres) pairs, (prenons) par 
exemple deux, trois, quatre. Le produit du trois par deux est six, ce qui est 
un côté d’un triangle (rectangle); et le ]iroduit du deux par le quatre est huit, 
ce qui est le second côté du même triangle; si ce n’est que ce triangle est de 
l’cspccc du triangle souche qui est trois et quatre avec l’hypoténuse cinq. Enten- 
dez cela, .si Dieu le permet. 

OBSERfATlOyS. 

Prenant Irais nombres consécutifs m — l,m,niq-l, ona 

[(m — 1K"» -b DP -f- [Smp = fm’ -f- ip. 

Celle régie est identique il celle que Pruclus, à l’endroit que Je viens de citer, allriliuc à Pl.vlon, et 
qu’il énonce en ces termes : a La méthode de Platon prend pour point de départ les nombres pairs- 
Car prenant un nombre pair donné, elle le pose comme un des deux côtes comprenant l'angle droit; 
et partageant ce nombre en deux parties égales, prenant le carré de I9 moitié, et ajoutant une unité 
au carré, elle produit l’hypoténuse; mais retranchant une unité du carré, elle produit le second des 
deux cfilés qui comprennent l’angle droit. » Cela revient à poser la formule 

Im’— 1)> -H2m)> = (m’ + l)>. 

Il est évident que, si m est un nombre impair 2u 1, le triangle n’est pas primitif, parce que les 
trois côtés sont divisibles par 3; car on a dans ce cas 

m’— I = 2(2(*’+*l*). ï»i = 2(Sp + 1), I -ïlïtt’+îpH-l). 
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Au contraire si m est pair, — 1 et m’ + 1 sont impairs et par consétiuent premiers entre eu*; 
car ayant pour ciilTérencc î, s’ils avaient un facteur commun, ce ne pourrait être que 2; comme, en 
outre! 2m est en ce cas premier à + t et à m’ — t, ceux-ci n'étant ni pairs, ni divisibles par m: 
il s'ensuit que. si m est pair, le triangle produit est toujours primitif. 

On voit du reste que, dans le cas uii m est impair, les moitiés des cdtés du triangle que l'un ül>- 
tient, sont les côtes d’un triangle rectangle primitif formé d'après la règle de Pytbagore. 

10 . 

(.Si l'oti prend) quatre nombres con.se'cutifs quelconques .suivant l’ordre natu- 
rel, et si on multiplie l'un de.s deux moyens par l’autre (pris) deux fois, le ré- 
sultat est un côtd d’un de ces ttiangles ([tti est souclic de sou espèce; et si l’on 
additionne les deux cxtréme.s, le re'sultat est le second cête du même triangle. 

Par exemple (prenons) un, deux, trois, (piatre. l.e produit de deux par trois 
(pris) deux fois, est douze, ce qui est un côte' d'un de ces triangles; et la somme 
de l’uu et du quatre qui .sont les deux extrêmes, est cinq, ce qui est le second 
côte' du même triangle. Il en est de même des autres nombres. Donc ( soient 
proposés) deux, trois , quatre, cinq. Si vous multi|iliez le trois par le quatre 
(pris) deux fois, c'est vingt quatre, ce qui est un côté d’un triangle (rectangle); 
et si vous additionnez le deux et le cinq, c'est sept, ce qui est le second côté 
du même triangle. 

11 est indifTércnt pour cette règle, et en opérant de cette manière, que ce 
soient quatre, .six, ou huit nombres consécutifs,! parce que la somme des deux fol. 83 recto. 
termes extrêmes est toujours exactement la même , que ceux-ci soient rappro- 
chés ou éloignés du milieu. Seulement, si (ces nombres) s’écartent de plus 
en plus des deux (termes) moyens (en augmentant) de deux en deux nombres, 
vous aurez successivement des (triangles rectangles d’) espèces diflférentes, lors- 
que les deux (termes) moyens changent; mais lorsque ceux-ci restent identique- 
ment les mêmes , le triangle ne change point du tout , quelle que soit d'ail- 
leurs la distance du milieu (de la suite des nombres choisis aux deux nombres 
extrêmes). 

Exemples du cas où les deux (termes) moyens changent. Un, deux, trois, qua- 
tre : les deux (termes) moyens sont deux et trois. Un, deux, trois, quatre, cinq, 
six : les deux (termes) moyens .sont trois et quatre. Pareillement un, deux, trois, 
quatre, cinq, six , sept , huit : les deux (termes) moyens sont quatre et cinq. 

Chacun des triangles qui résultent de ces (termes) moyens est d’une espèce dif- 
férente de celle des autres. 

Exemples du cas où ne changent ni les deux (termes) moyens, ni le triangle. 

Trois, quatre, cinq, six : les deux (tcrme.s) moyens .sont quatre et cinq. Et si 
vous posez six nombres dont le premier est deux et le dernier sept , ou huit 
nombres dont le jiremier est un et le dernier huit , les deux (termes) moyens 
restent exactement les mêmes, et (on n’obtient qu’) un seul triangle. Entendez 
cela, si Dieu le permet. 

OBSERVATIONS. 

La règle énoncée dans le premier alinéa du présent numéro est identique à celle du X* S. Car pre- 
nons quatre nombres consécutifs : m — I, m, m-fl, m + 2. La somme de* deux termes extrême» 
et le double produit des deux terme* moyens sont respectivement 
2m -p I et 2m(m d- I), 
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c'est à dire exartrment les munies espressions que celles que l'oni trouvées pour les deux calliétcs 
dans les observations S- 

Quant aux deux autres remarques de l'auteur, il est sH'ident que, tant que les deux termes moyens 
restent les mêmes, la distance des deux termes extrêmes est indifférente, parce que (in — 1)-)- (m-l-t) 
= (m — I — «I + (m + 2 + «) : mais que le changement des termes muyeus entraîne celui du trian- 
gle, parce que 2ii» Plfm + ?+ t) > 2nn;m Il et aussi > 2m -f- I , tamlis que , quand même on 
pourrait faire 2im — ^}(ni — ^ -f- 1) = 2m -f t (ce qui est impossible, parce qu' un nombre pair ne 
)ieul pas être égal à un nombre impair), on aurait |Hiurlant (m — S — I) (m — ^ + 2) < 2m;ni-|-l). 

I I. • 

Si nous allions chcrclicr les autres manières de proiluire ces triangles, cela 
augmenterait consldè*uljlement rcleiidiie de ce traite'. 

Car (si nous prenons) trois nombres imjaairs consécutifs quelconques suivant 
l’ordre naturel, tels que trois, cinq et sept, ou cinq, sept et neuf: le (nombre) 
moj'cii multiplié par quatre est toujours un côté d’nn de ces triangles qui est 
souclie de son espèce, et le produit de l’un des deux extrêmes pur l’autre est 
le second côté du même triangle. 

Et ( si nous prenons ) quatre nombres impairs quelconques suivant le même 
ordre, le produit de l’uu des deux (nombres) moyens jtar 1’ autre est un côté 
d’un de ces triangles tjui est solicite tle son espèce, et la somme des deux extrê- 
mes est le second côté du même triangle. 

Mais ce que nous veiiotis de donner sur cette matière est sulTisant, attendu 
que rieu de ce dont on a liesoin, n’a été passé sous silence. 

La méthode au moyen de laquelle vous jiourrcz reconiiaitre que vous avez obtenu 
tous les (triangles) que vous vous étiex proposé de cliereher, de sorte qu’il ne 
SC présente pour vous aucune difliculté ni auciiiie incertitude dans cette opé- 
ration, est celle que je vous ai déjà cxpliipiée, (et qui consiste) à connaître les 
liypotéiiuscs et leur ordre d’après la suite que je vous ai déllnic, et a les mettre 
sous vos yeux, afin que vous rapportiez a chacune de ces hyjmtéauscs les côtés 
qui y appartiennent, quelle que soit celle des méthodes ci-dessus mentionnées 
par laquelle ils aient été obtenus. Et cela vous sera facile, si Dieu le permet. 

ojfS£Jiy.iT/o.n\ 

Prenant trois nombres impairs consécutils 

2m — I , 2m -p 1 , 2m -P 3 

(iQ » 

i) [ 4(2m +!)]’ + [ (2m - iK2m + 3) ]> - [ (2m + 4 J' 

cc qui est la première des deux règles énoocées par l’auteur; elle donne éridemment lieu à un trian- 
gle rectangle primitif; car les nombres 2m — t, 2m + i, 2m -j- 3 étant impairs cl premiers entre eux, 
les cotés 4(2m + 1) cl (2m — l)(2m + 3) sont également premiers entre eux. 

On peut généraliser celte formule en prenant les trois nombres 

+ ém + e + 6, 

(|ui donnent lieu au triangle rectangle 

2) [ 2i(frm -f- e) ]’ + Q {frm + c — 6) (ftm c + ô) p = [ (6m + c)’ -f ]*. 

La formule 2) se réduit à la formule I) pour 6 s 2 * e 1 : et elle donne la règle de Platon» si 
Ton fait 6 » 1 » e a o. 
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Prciiint quatre nombres impairs ronsécalifs 

2»l — 3 , 2m — 1 . 2m + 1 , 2m -f- 3 

on a 

3) [|2m- l)(2m+ Dp + [ (2m - 3) + ,2m + 3) P = [ (2m)’ - Ip + [2(2m)p = [(2mp + ip 

ce qui est la seeunde des deux rcglrs énonrees par l’auleiir. On voit i|uc les triangles rectangles re- 
présentés par cette formule sont compris |«rmi ceux que donne la règle de Platon , et que ce sont 
tous ceux de ces derniers triangles rectangles qui sont priniilifs. Comparer les observations 9. 

Du reste toutes les règles particulières proposées dans les numéros 8 à 11. sont eonlenucs dans la 
formule précédemment proposée 

[ (o 4- 6((a — 4) ]' -I- [2o4p = [a> + 6’]’ ; 

car en y faisant a ^ 4m e, on obtient la formule 2); en faisant a — 4 i. la règle de Pytbagore; 
el en faisant 4 = 1 . la règle de Platon. 

Le dernier alittéa du présent numéro rappelle un pass.age du V 6 (voir ci-<lessus pag. 9, lig. 19 4 30) 
et le commencement du N* 7. Qn.int 4 la suite des nombres qui peuvent être hypoténuses de triangles 
rectangles primitifs , il en a été question cislcssus aux numéros 3 el 4. 

12 . 

l’.irmi les (jiroprictcs) qui sc prcscntciit rlan.s ces Iriaiigle.s, et qui leur sunt 
naturellement inliérciite.s, (iitius tlevon.s mentionner) nii.ssi (pic , si les nomlire-s 
impairs sont ranges à partir du trois suivant l'ordre | n.tturcl, que l’on divise fol. 83 eerro. 
chacun de ces nombres en deux parties dont T une de’passc l’autre seulement 
d'une imite', et que l’on forme au moven de ces parties les cote's d’un de ces 
triaiiglc.s de la manière que nous avons dc'crilc : alors l’ aire du triangle qui 
résulté du premier nonihrc , 'a .savoir du trois , est c'gale a la moitié' de la 
somme de scs côtds; l’aire du triangle qui résulte du second nombre, à .savoir 
du cinq, est égale a la somme de tous .scs côtés; l’aire du triangle qui résulte 

du lixdsième nombre, à savoir du sept, est égale à la somme do scs côtés une 

fois et demie; jiuis pour le ([ualrième l’aire est égale à deux fuis les côtés, pour 
le cinquième à deux fois et demie , et ainsi de suite en augmentant toujours 
de la moitié d’une fois , et en montant dans les nombres jusi|u’où vous vou- 
drez. Ceci est la première .section (de triangles). 

Dans la seconde section, qui est celle ou l’excès de l’une des deux parties 
(au moyen dc.squellcs on forme le triangle) sur l’autre [est égal à trois], comme 
pour le cinq lorsqu’on le divise eu un et quatre, ou le sept lorsepi’on le divise 
CH deux et cinq : l’aire du triangle qui résulte du premier de ces nombres, est 
égale a la .somme de ses côtés- une fois et demie; pour le second nombre c’est 

trois fois, pour le troisième quatre fois et demie, pour le tpiatrièmc six fols , 

cl ainsi de suite, chaque nombre ajoutant à celui. i(ui le précède une fois et 
demie, jirndaut que vous monterez dans les nombres jusqu’où vous voudrez. 

Dans la troisième section le premier (triangle a pour aire) deux fols et demie 
(la .somme des côtés), puis on ajoute continuellement deux fois et demie. 

Dans la quatrième section le premier (triangle a pour aire) trois fois et demie 
(la somme des côtés), puis on ajoute continuellement trois fois et demie. 

En général entre deux .sections (consécutives) quelconques l’augmentation du 
multiple (de la somme des côtés ipii exprime l'aire) est d’une fois; ensuite le 
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nombre ainsi déterminé reste fixe (comme difîcfrence) entre (les aires des triangles 
correspondant à) deux nombres (impairs consecutifs) quelconques (relativement 
a la meme section). 

OBSEHVXTIOSS. 

Partagfcanl te nombre impair Sn 1 dans les deux parties 

« ~ , n -f * + 1 » 

foniiant au moyen de ceux-ci. d'après la règle donnée par Tauteur au miinéro G, le triangle rectangle 
[{(* + « +0 — 1 (" + “ + «)] =[("+«+>)*+(»—“)'] , 
Pt désignant l'aire du triangle par A et *on périmètre par P, on a 

A = |(n + « + 1)’— (n — «f j(i*+ a + IK" — «) = lïn + l|(S«+ l)(n + « + !)(« — «) 

P = 2(« + « + I)’ + î(n + B + DI» — a) = î(Ju + ))(« + «+!) 

d'oil 

A (2« 4- l)(n — «1 

P “ î 

Pour avoir les expressions relatives à la p**"^ section on fera « = p — 1, et pour avoir l’expres- 
sion relalive au q‘*"^ triangle de la p*''"* sretion on fera n = p + g — 1, de sorte que n — « = g. 

\ 

Il suit de là que la diiïérrncc de deux valeurs consécutives de p- appartenant à la même ( soit à 
la P**"' ) secliim est , donc constante pour celle section; que la dilférence de deux valeurs de 

^ prises au mémo (soit au ) rang dans deux sections consécutives est g, et pour le premier rang 
I : enfin on voit ^ue la différence constante des valenrs de ^ pour la p*'"' seclion,rst égale à la pre- 
mière valeur de p~ dans cetlc section, celte valeur étant pareillement i . 

13 . 

Lorsqu’on double les eâtes d'un de ces triangles , l'aire du second triangle 
est égale k quatre fois celle du premier, et le rapport de F aire à ( la somme 
des) côte's est le double du rapport (qui a lieu dans le) premier (triangle). Et 
d'autant de fois vous augmentez les côtes, d’autant de fois est augmente’ le rap 
port (qui a lieu dans le) premier (triangle). Donc (au cas ou l’on a double les 
côtes), si (dans) le premier (triangle Faire est) égale k (la .somme dc.s) côtés, (dans) 
le second (elle) en est le double; et si (dans) le premier (elle) en est la moitié, 
(dans) le second (elle) est égale k la (somme des côtes). 

Et lorsqu’on ajoute aux côtés des parties aliquotes, ou qu’on en ôte des par- 
ties aliquotes, le rapport des aires (aux périmètres) est (change") dans la même 
proportion. 

Ceci donne lieu k l’invention de problèmes (où il est question) de rapports 
des aires aux (sommes des) côtés, égaux dans les triangles et diiTércnls relative- 
ment aux souches. 

OHSEHr.ITlOAS. 

I.c texte de ce numéro manque nn peu de clarté par suite d’une trop grande concision. Toulcfois 
le sens n'est pas douteux. 

Désignant par x, y, s les cdlés d'un triangle rectangle, par A et P son aire et son périmètre , et 
par A' et P' l'aire et le périmètre du triangle dont les cdtés sont 

, m , ni , m 

— I y ay m — g. i = z» — J. 
n » n 
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on A 

P'»3L^P, 

d'où 

A' N m A 

P’ ~ » ■ F ’ 

dune 

A' : P' x' y' ^ 

A : I’ ~ ~ ÿ I ‘ 

Lorsque en jiarticulier x' *= 2x , y’ =» 2y , t‘ = 2: > on aura 

A’ «• 4A , P’ =• 2P , P “ 2 ^ : 

donc 

A' = 2P’ si A = P , et A' ■= P' si A = J P. 

Quant au\ (irolrlcnies auxquels l'auteur fait allusion dans le dernier alinéa , il paraîtrait qu’on s'y 
proposait de trouver deux triangles rectangles non primitifs dans lesquels la valeur du rapport A ; P 
était la même, lamlis que celle valeur était différente dans les deux triangles primitifs dont les pre- 
miers étaient dérivés. C'est ce qu'on obtient en multipliant les cdlés du premier des deux triangles 
primitifs par (2»' -(• IKn' — «') et ceux du second par (2« -f- IK« — «). Ces triangles devaient en outre 
satisfaire à d'autres conditions qui variaient d’un problème i l'antre. Mais je donne cette explication 
comme une simple conjecture. 

U. 

Parmi les ([irtjjirie'lc's) qui sont naturellement inhc'rentes à ces (triangles, nous 
(levons mentionner) que l’excits de l’hypote'nuse sur l’un des deux côtés qui com- 
prennent l’angle (droit), à savoir celui des deux qui est pair, <œt toujours né- 
cessairement un nombre dont on peut extraire la racine, et que ce nombre dont 
on peut extraire la racine est la dilTérence entre les deux nombres au moyen 
desquels on a prcxluit les deux côtés (comprenant l’angle droit) du triangle, mul- 
tipliée par clle-mômc. En même temps l'excës de l’hypoténuse sur l’autre côté 
(jui est le (côté) impair, est toujours nécessairement le double d’un nombre dont 
on peut extraire la racine, lequel nombre dont on peut extraire la racine résulte 
de la multiplication du plus petit des deux nombres | au moyen desipiels un a fol. sé rnto. 
produit les deux côtés (comprenant l’angle droit) du triangle, par lui— même. 

DBSERVATIOS. 

Oii a en clffl (o> + ftxj _ jai = (a — i|> et (a> 6’) — (a’ — •» 2»>. 

15 . 

Nous avons déjà dit, dans le premier chapitre, qu’il faut, pour connaître les 
côtés qui comprennent l’angle droit, diviser l’hypoténuse au moyen de laquelle 
on a besoin de connaître ces (côtés), dans .ses (leux parties dont on peut extraire 
la racine. Il est donc nécessaire pour cela (de posséder) une méthode expéditive 
qui rende cette recherche facile. 

Cette (méthode) est (fondée sur ce) (|ue vous savez déjà, (à savoir) que les 
hypoténuses de ces triangles sont toujours exclusivement impaires; et les (nombres) 
impairs sont seulement les suivants : un, trois, cinq, .sept, neuf. 

3 
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Sachez donc t|ue l*unitë (combinée) avec les dizaines , se divise en cinq et 
six seulement ; et si (le nombre) dépasse cent , il peut se diviser en (runité) 
même et cent ou des centaines, lorsque celles-ci sont de nature qu’on puisse 
en extraire la racine. 

Le trois (combine') avec les dizaines et les centaines, est divisible seulement 
en quatre et neuf. 

Le cinq lui-même se divise en un et quatre. (Combiné) avec les dizaines, il se 
divise de la même manière, et en six et neuf ; et avec les centaines pareille- 
ment. 11 se peut aussi qu'il soit divisible en lui-même multiplie par lui-mème, 
et des centaines dont on peut extraire la racine. 

Le sept SC divise, (combiné) avec les dizaines et les centaines, en un et six 
.seulement. 

Le neuf (combiné) avec les dizaines, se divise en cinq et (jualre seulement. 
Lorsque (le nombre) dépasse cent, il se peut qu'il soit divisé dans le (neuf) même 
et cent ou des centaines, lorsque celles-ci sont de nature ({u’on puisse en extraire 
la racine. 

Couséquemmeut, si vous voulez diviser un nombre en deux nombres dont on 
puisse extraire la racine, ne cherchez )»our chaque nombre que ce qui peut s'y 
trouver, en laissant de côté le reste. Cela facilitera la découverte de In chose 
cherchée, si telle est la volonté de Dieu. 

OBSERYàTIOSS. 

Les premières lignes du présent numéro me (>aniissrnt contenir une conGrmaliun dr ce que j'ai 
dit ci dessus (observations 1.), à savoir que la partie perdue de ce fragment, qui formait le commen- 
cement du traité, n'était pas d'une étendue considérable; car l'auteur dit ici que la règle de trouver 
les deux cotés qui comprennent I* angle droit , en décomposant I' hypoténuse en deux carrés , faisait 
partie du premier chapitre, et cette règle est proposée ci-dessus dans le N? 5. On peut conclure de 
U que ce qui nous manque de ce traité, ne formait qu'une partie, et même une assez petite (tartie 
du premier chapitre. Le manuscrit 058 bit Suppl, ar. n'ofTrc plus de trace de cette division en cha- 
pitres mentionnée ici ; la division en numéros adoptée dans la présente traduction , a été faite par 
moi, d'après la nature du contenu, pour faciliter l’intercalation des observations. Le manuKrit pré- 
sente seulement en beaucoup d’endroits un petit signe compose de trois points et marquant des sec- 
tions. mais ne correspondant évidemment pas aux chapitres dont il s'agit ici, et qui seraient déter- 
minés au moyen de ce signe d'une façon fort arbitraire. On aura remarqué aussi que les théorèmes 
énoncés ne sont pas accompagnés de démonstrations, chose assez rare dans les traités mathématiques 
arabes. Il n'est pas impossible que le géomètre Alsidjzt, qui parait avoir copié et recueilli pour son 
propre usage les morceaux contenus dans le ms. N! 958 6m , ait supprimé la division en chapitres 
et les démonstrations d'un original plus complet qu'il avait sous les yeux. Mais ce n'est qu'une con- 
jecture. En tout cas le morceau que la copie d'Alsidjzt nous a conservé, est antérieur à l'an 978 de 
notre ère, cl un document précieux pour l'histoire des matliéinaUquc.<i chez les Arabes. 

Le présent numéro nous fournit une nouvelle preuve de cette dernière assertion , en nous présen- 
tant on quelque sorte la première trace d’une considération des résidus quadratiques. Voici, en efTet, 
sur quelles raisons est fondée la règle donnée par l’auteur pour abréger la recherche des couples de 
carr^ dans lesquels on pourra décompoKr des hypoténuses proposées. Il est évident que le premier 
chiffre é droite d'un nombre carré est résidu quadratique par rapport au module 10, ou 0: le premier 
chiffre d'un nombre qui est la somme de deux carrés, sera donc un des nombres qu’ on obtient en 
additionnant deux à deux les nombres 0, I, 4, 5. 0. 9 , et en retranchant iO de la somme . s’il y a 
lieu. On obtient ainsi 
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0+0=0 l+l=î 4+4 

0+l = i 1+4 = 5 4 + 5 

0 + 4 = 4 1+5 = 6 4+6 

0+5=5 1+6=7 4+9 

0+6=6 1+9=0 

0 + 9 = 9 

Ce tableau raonlre que chacun dea nunibres depuis 0 jusqu'i 9 ne correspond, comme premier ebUTre 
d'une somme de deux carrés, qu'à un nombre très-restreint de combinaisons des deux premiers chiffres 
de deux nombres carrés; c'est ce qu'on voit plus clairement encore en retournant les formules de ce 
tableau de la manière suivante ; 

0 = 0 + 0, I + 9, 4 + 6, 5 + 5 5 = 0 + 5 , 1 + 4, 6 + 9 

t=0+l,5 + 6 6 = 0 + 6, t + 5 

9 = 1 + 1. 6 + 6 7 = 1 + 6 

3 = 4 + 9 8 = 4 + 4, 9 + 9 

4 = 0 + 4, 5 + 9 9 = 0 + 9, 4 + 5 

Ainsi, suit proposée une hjrpotéouse dont le premier chiffre est 3 : pour trouver les carrés dans 
lesquels elle est décomposable , on n'aura à essayer que des carres dont les premiers chiffres sont 4 
et 9. Ce second tableau explique complètement les règles données par l'auteur, si l’on remarque en- 
core que 0, comme premier chiffre d’un carré, appartient toujours à des centaines au moins, jamais 
à <lrs diiaincs, attendu qu'un nombre carré ne peut commencer que par un nombre pair de léms. 

16 . 

Ayant fait cette observation relativement au (nombre) impair , nous devons 
mentionner aussi (ce i]ui concerne) les (nombres) pairs , quoique nous n’ ayons 
pas besoin d’en parler en cet endroit, afin que notre discussion soit ge'ndrale 
(et s’dlende) aux deux (espaces de) nombres simultanément. Or, les nombres pairs 
sont deux, quatre, six, huit, dix. 

Le deux se divise en un et un; et (combine') avec les dizaines et les centaines, 
de la même manière, et en six et six. 

Le quatre (combiué) avec les dizaines, se divise en cinq et neuf seulement; 
si (le nombre) de'passe cent, il est possible qu’il se divise dans le (quatre) même 
et cent ou des centaines dont ou peut extraire la racine. 

Le six (combinii) avec les dizaines et les centaines, se divise en un et cinq 
seulement. 

Le huit se divise en quatre et quatre; et (combine') avec les dizaines et les 
centaines, de la même manière, et en neuf [et neuf]. 

I.e dix .SC divise en un et neuf; et (combiné) avec les dizaines et les centaines, 
de la même manière, et en cinq et cinq, et en quatre et six. 

OBSERrATWS. 

l)ii voil par le sccoml tableau dea observaliuna du numéro précédent que l’auteur oublie de faire 
mention dea décompositiona qui correapondent à6 = 0 + 6 et 0 = 0 + 0. Exemplea: 116 = 100 + 16. 
200 = 100 + 100 . 



=8 5+5=0 6+6=9 9+9=8 

=9 5+6=1 6+9=5 

=0 5+9=4 
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17 . 

Sachez que tous ces triangles rectangles (eu nombres) rationnels (jouissent de 
la propriété' que) si l'on multiplie riiypute'uusc d’un deux par elle-même, et qu'on y 
ajoute ce qui résulte de la multiplication de l’un des deux côte's qui compren- 
nent l'angle droit, par l'autre (pris) deux focs, il provient de cela un nombre 
qui a une racine rationnelle; et lorsqu’on retranche le produit de l'un des deux 
fol. 84 vrrto. côtés par l’autre (pris) deux fols de | l’hypotc'nusc multipliée par elle-même, il ré- 
sulte après cela un nombre qui a (également) une racine rationnelle. 

La raison de cela, pour (le cas de) l’addition, est que. si une ligne quelconque 
est divisée en deux parties, le produit de chacune des deux parties par elle- 
même et le produit de l'une d’elles par l'autre (pris) deux fois, sont (ensemble) 
égaux au produit de la ligne entière par cllc-mcmc. Or, [le carré de] l’hypo- 
ténuse est dans chacun de ces triangles (la somme) des produits de chacun des 
deux côtés par lui-même; donc, si l'on y ajoute le produit de l’un d’eux par 
l’autre (pris) deux fois, la somme de cela est égale au produit des deux côtés 
(considérés) ensemble comme une seule ligne, par eux-mêmes; et puisque chacun 
d'eux est rationnel, la somme est rationnelle. 

Quant à la raison pour (le cas de) la .soustraction, (c’est) ‘que, .si une ligne 
quelconque est divisée en deux jrarties, la .somme du produit de la ligne par 
elle-même et (du produit) de l'une des deux parties par elle-même, est égale au 
produit de la ligne par cette partie (pris) deux fois et au produit de l’autre partie 
par elle-même. Donc, si nous mettons le plus grand des côtés (comprenant l'angle 
droit) du triangle 'a la place de la ligne divisée, et si nous posons le plus petit 
côté comme une de ses deux parties, il reste l’autre partie comme la dilTérence 
des deux côtés, laquelle est rationnelle; car chacun des deux côtés est rationnel, 
donc leur différence est également rationnelle. Or, comme la somme du prialuit 
de la ligne (entière), qui est l’un des deux côtés, par elle-même et du produit 
de l’une de ses parties, qui est l’autre côté, par elle-même est (égale à) l’hy- 
poténuse (multipliée) par elle-même, et que cela est égal (aussi) au produit de 
la ligne (entière) par cette partie (pris) deux fois, qui est le produit de l'un des 
deux côtés par l’autre (pris) deux fuis, et au produit de l'autre partie par elle- 
même, ( il s’ensuit que) le produit de l’hypoténuse par elle-même est égal au 
produit de l’un des deux côtés par l’autre (pris) deux fois et au produit de la 
différence des deux côtés par elle-même. Conséquemment , si on retranche de 
l’hypoténuse (multipliée) par elle-même le produit de l’un des deux côtés par 
l'autre (pris) deux fuis, il reste la différence des deux côtés multi]>liéc par elle- 
même; et ce (carré) est rationnel, parce que sa racine est rationnelle. 

La démonstration de cela est expo-sée dans le second livre de l’ouvrage d’Eu- 
clide, et la répétition de ce que les anciens ont déjà expliqué dans leurs ou- 
vrages serait une rédondancc vide de sens. 

OBSERVATIOX. 

Si fon a I) -f , 
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il s'ensuit immédialcnienl 

S) 1" + Sjy = (x + ïl’ . 3) — Sj-ÿ ■■ (X — »)'• 

En remplaçant dans l’équation S) * par a, y par b, et dans réqualion 3) x par 0 + 4, y par o, doue 
X — y par 4, on aura • 

4) o> + 4> + 2o4 = (O + 4P 5) (a + 4P + o’ - 2|o + 4| o + 4’ 

ce qui est la traduction en formules algébriques des énoncés des propositions 4'. el ï*. du 11.» lisrc 
des Éléments d'Euclide. 

18 . 

Ccci est aus.si 1’ artiHcc le plus convenable ]>our ( résonclrc le problème de 
trouver ) une quantité' qui a une racine, et telle que, si l'on y ajoute un nombre 
connu, la somme a une racine, et que si l’on en retranche exactement le même 
nombre, le reste a une racine. 

C’est encore (une propric'te) inhérente aux triangles premières que, pour tous 
ces nombres (|ui résultent comme sommes apres l’addition, et comme restes après 
la soustraction, et qui ont des racines, le cinq ne sé présente (comme premier 
chiffre à droite) dans aucune de leurs racines, et k cause de cela tous (ces nom- 
bres) ont néces-saircment (jmur premier chiffre) l’unité ou le neuf, et le cinq ne 
s’y trouve (comme premier chiffre) point du tout. 

Nous en voyons un exemple dans le triangle dont l’hypoténuse est cini|, cl 
dont les deux côtés (comprenant l’angle droit) sont quatre et trois, lequel e.st 
le premier. Si nous multiplions cinq par cinq, il résulte vingt cinqj et si nous 
multiplions l’un des deux côtés par l’autre (pri.s) deux fois, il résulte vingt quatre. 

Or, si nous ajoutons cela k vingt cinq, il résulte quarante neuf, ce dont la ra- 
cine, k savoir sept, est égale ’a la somme des deux côtés, ht si nous retranchons 
le vingt quatre du vingt cinq, il reste un, ce dont la racine est un ; et cela 
est égal k l’excès de l’un des deux côtés sur l’autre. 

Il en est de môme du second triangle dont l’hypoténuse est treize, ce qui 
(multiplié) par lui-même donne cent soixante neuf. Les deux côtés du ( môme 
triangle qui comprennent l’angle droit) sont cinq et douze, et le protluit de l’un 
d’eux par l’autre (pri.s) deux fois est cent vingt. | Or, si nous ajoutons cent vingt fol. Si r«(o. 
k cent soixante neuf, il résulte deux cent quatre-vingt neuf, ce dont la racine 
est dix-sept ; et cela est égal k la somme des deux côlés. Et si nous retran- 
chons cent vingt de cent soixante neuf, il reste quarante neuf, ce dont la ra- 
cine est sept; et cela est l’excès de l’un des deux côtés sur l’antre. 

Il en est de même du reste de ces triangles, en suivant la même marche. 

Donc, si nous avons trouvé un des triangles rectangles dont les côtés (com- 
prenant l’angle droi)) et l’hypoténuse sont (des nombres) rationnels, nous avons 
trouvé en même temps un nombre dont on peut extraire la racine (et tel que) 
lorsqu’on y ajoute un nombre connu, la (.somme) qui en résulte a une racine; 
et lorstju’on en retranche le même nombre connu, le reste a une racine. 

Et si vous voulez former pour une des c.spèces de ces triangles un (triangle) 
dérivé au moyen des multiples ou des parties, vous multipliez chacun des côtés 
du triangle qui est la souche cl le premier de son c.spèce, par le nombre des 
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multiples nuïqucls vuus voulez IVlcver, ou par le nombre des j>artics aurquellcs 
vous voulez rubaisscr, et vous faites de ce cjui résulté des côtés (ainsi multiplies) 
un triangle; celui-ci sera de la même espèce. 

OBSKR}\ITiUyS. 

L’auteur énonce ici en termes explicites U problème det nombres evngruenls , c’est à dire le pro- 
bléoïc de satisfaire simultanément aux deux équations indéterminées 
I) a* + * = , 2) a’ — A = u* 

k étant un nomArr donné. Ce qui donne s ce proldcrnc un intérêt tout f>ariicuiior, c'est qu’il est iuti- 
mement lié à plusieurs questions difficiles et fomlamenUles de l’analyse indéterminée qui ont été trai- 
tées par Fermât. Eqler. Lagrange et Legenrire. Aussi n'a-t-il pas man {ué de fixer l’attention des historiens 
des mathématiqui's dès qu’ils en avaient remarqué l'existence dans les ouvrages de Lé*.mard de Fisc et 
de Luca Pacioli. C’est ainsi qu’il a été l'objet d’une étude approfondie de la part de Cossali (Origine. 
trasporto in Italia, primi progretsi in essa deW.Ugebra, Vol. I. pag. 125 à 145), et qu'il a été signalé 
par M. Libri dans son Histoire des sciences mathématiques en /(a/iefVol. tll. pagg. 130, 140 et 277 à 283). 
II acquit une nouvelle importance lorsque M. le Prince Balthasar Boiicompagni découvrit et publia (rois 
ouvragt*s de Léonard de Pise. dont deux entièrement inconnus auparavant , et ilont le troisième est 
le célèbre *t Traité des nombres. carrés » que pendant longtemps on avait cru complètement perdu, 
mais que le zèle infatigable de l’illustre savant que je viens de nommer, réussit 4 rendre 4 la science. 
Le Prince Boncompagni ne tarda pas 4 appeler l’attention des géomètres sur les parties du Traité des 
nombres carrés où Léonard de Fisc résout le problème des nombres congruents, dans un mémoire in- 
titulé : Intomo alla rieolusione dette eçruassont simultanée x* — H ^ i* iVotn di Baldas- 

sarre Btineompagni, et publié dans les .4nnaft di srteitze molemolirAe e fitiehe eompitati da Bamaba 
Tortolinû Tomo sesto, Ronia 1855. pages 135 4 154. Enfin M. Gcnocclii a consacré 4 la théorie des 
nombres congruents une partie considérable d’un mémoire intitulé : .Sopra tre scritli inediti di /.eo- 
imrdo Pisano pubblicati da Baldassarre Boncompagni note analitiche di Angeh 6’enoccAi. (Voir le même 
volume des di teienze mol. e fis. pages 273 a 320). 

On voit maintenant que ce problème a occupé les géomètres arabes dès la seconde moitié du X.* 
siècle de notre ère {et probablement avant cette époque). Il est vrai que le problème de résoudre les 
deux équations indéterminées simultanées 

«’ + — ir s» c’ 

SC trouve déjà chez Diophante (voir Arilhmelica Y, 9. III, 22. et comparer III, 9. Il, 20. IV, 45) 
qui c’a pas manqué de remarquer que tout triangle rectangle en nombres rationnels fournit une so- 
lution du problème. Uais ce qui distingue le |>oinl de vue oü se place l’auteur arabe, c*cst qu’il rem- 
place l'inconnue ir par un nombre donné k ; et qu’il a reconnu que le moyen de traiU*r le problème 
dons ce cas, est de dresser une Ubic des solutions que founilssenl les triangles reclanglescn nombres 
entiers, afin qu’on puisse trouver dans cette table soit le nombre k même, soit ce nombre multiplié 
par un carré, et la solution ou les solutions correspondantes. C’est en eflet la meilleure méthode pos- 
sible, à moins qu’on ne s’attende 4 voir les Arabes trouver du premier coup: et les divers moyens 
particuliers qui pennettent dans certains cas de reconnaître immédiatement si un nombre donné est 
ou n'est pas nombre congruent; et le principe de Format qui consiste 4 ramener des problèmes d'a- 
nalyse indéterminée 4 des problèmes de même forme satisfaits par des nombres plus petits: et les mé- 
thodes de Format et de Lagrange pour traiter les équations biquadratiques dont la solution donne celle 
du problème exprime par les équations simultanées () et 2). 

L’auteur aralie a reconnu, en outre, qu'il suffit pour la construction de la table des nombres con- 
gruents, de former les triangles rectangles primitifs; mais d’un autre cdté il n’exclut pas de sa con- 
sidération les valeurs fractionnaires, ainsi que nous le voyons par l’alinéa du présent numéro dans 
lequel il définit des triangles rectangles dérivés dont la formule sera 

(I ')■*(,' «y-a-r 

»i 4* «B est la formule du triangle primitif. Or, nous avons vu que l'autour a trouvé anlé 
rirureraent pour les deux cilhètcs x cl y les expressions (o + 5)(a — A) et tab,et il vient de donner 
|H)iir le nombre congruent l'expression 2xg par rapport aux triangles primitifs; il s'ensuit donc qu’il 
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e«t en ]K)5SCSsiûn do l’expression suivante des numlircs congruents 

, Aab (û + btia — 6) 

9 

qui est la plus générale possible. 

On remarquera sortout que le problème des nombres congruents n’est pas placé ici seulement par 
accident, ou comme un simple corollaire de la théorie des triangles rectangles en nombres rationnels. 
D’ailleurs nous verrous rauteur du traité dont on trouvera plus loin la traduction, Abuù DjaTar Mu- 
hamineil Ben Alhoçnîn , dire en propres termes que le but principal et essentiel de la théorie des 
triangles rectangles rationnels est la résolution du problème des nombres congruents, cc qui prouve 
assez que les Arabes avaient reconnu toute l’importance de cc problème. 

La tendance à dresser des tables des solutbms de problèmes indéterminés, tendance dont nous trou- 
verons d'autres exemples dans lo tmilr d’Aboù Dja'far Muhaniined Ben Alboçaïn qui contient une ta- 
ble des solutions de réqiinlion d des tables de cerUinos solutions de réquationx*-fy’«=z*; 

cette tendance dis-je me (tarait mériter d’être signalée comme caractéristique pour les mathématiciens 
arabes. Lne autre particularité remarquable qui doit, dans le présent traité, fixer l'attention des his- 
toriens des mathématiques , cc sont les essais faits par Tautcur de découvrir pour les nombres qui 
satisfont à ccriaincs conditions d’analyse indéterminée, des caractères qui consistent au fond !à énoncer 
que CCS nombres doivent être de telle forme par rapport k tel module, caractères qui forment la hase 
de la théorie moderne des nombres. C’est ainsi que nous l’avons vu énoncer ci-dessus que les hypo- 
ténuses des triangles rectangles primitifs sont toujours de la forme ou l2m+5; que, lorsqu'il 

s’agit de décomposer un nombre donné 10m + r en deux carrés 10m' -f- d 10m" + \ 

ne peuvent avoir, à deux exceptions près, qu’une ou deux valeurs déterminées. C'est ainsi qu’il énonce 
dans le présent numéro que les carrés et c' des équations 1) et 2) ci-dessus, ne sont jamais que 
de la forme 10m -f I ou 10m + lorsque la solution des équations 1) et 2) est fournie par des trian- 
gles rectangles primitifs (ou, comme dit l’auteur, par des triangles rectangles « premiers n, awàü). 

Pour demuntrer cette propriété des carrés et v*, rappelons que l'auteor a trouvé (voir observât. 17.) 
« Z* -f (x -f y)’» r* s» i’ — 2 xy w* (x — y)’, 

et que nous avons vu ci-dessus (observations 3.) que 

X (b + a + 1)' — (n — a)> , y ^ 2(„ + ot q- i}(n _ ») 

d'où 

« «r X + y ~ . t» * X — y « |2« + 1)*— 2(n — «P. 

C(*s expressions montrent en premier lieu que u cl u sont des nombres impairs, de sorte que leurs 
carrés ne peuvent être que de Tune des formes 10m + 1 • 10m + 5 , lOm + 1) • il s’agit de prouver 
que la forme 10m -f* 5 ne peut pas avoir lieu. En effet, si n* et o* étaient de la forme 10m + 5 , 
c’est à dire tlivisibles par 5, u et r devraient également être divisibles par 5. Hais w et o sont de la 
forme 2g\ où p ne peut être par rapport au module 5 que de l’une des formes 

3m , Sm + 1 » 

et par conséquent d’une dos formes 

5m , 5m -f 2 , Sm -f 3 ; 

il suit de là que ne ]>cut être divisible par 5 que lorsque f ety,c’cst à dire 2n-f 1 et n— a, 

ou 2« + 1 et fl — a le sont simultanément. Or, si 2n + t ou 2« + < étaient divisibles par 5 en même 
temps que n — a, (2n + 1) — (*» — «) on (2« + 1) + (»•—“) c’est à dire n + t le serait égale- 
ment; donc fiH-a-(-l Pin — « auraient un facteur commun, cl, ainsi qu’on l’a vu ci-dessus (obser- 
vations 3.), le triangle rectangle formé au moyen des nombres n-f-a + let n — a, ne serait pas 
primitif, cc qui est contraire à l’hypothèse. 

19 . 

Nous avons inscrit dans le tableau qui sc trouve a la suite de cette di-sser- 
talion, les nomlires impairs au moyen des parties des<{uels oti forme ces trian> 
gles, et les parties dans lesquelles on divise ces nombres, (en mentionnant) celles de 
CCS parties qu*on emploie, et celles qu’on laisse de coté a cause de Texistence 
do facteurs communs, comme nous l’avons expli([uc; (nous y avons inscrit en 
outre) les côte's qui .sont engendrés au moyen de ces (parties); les hypoténuses 
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qui sont les soudies de cliacune des esjiëces; ces liypote'nuscs multipliées jmr 
elles-mêmes; ce qui résulte de la raultiplicatiuu de l'uii des deux côtc's {com- 
prenant l’angle droit) de chacun des triangles par l’autre (pris) deux fois; ce qui 
rc'sulte lorsque ce (produit) est ajoute' à l’iiypotc'nuse multipliée par elle-même, 
et la racine de cela; et ce qui résulte de la soustraction du même (pr6duil) de 
l’hypoténuse multipliée par elle-même, et la racine de cela. Nous avons proposé 
CCS (quantités) pour les hyjK)lénuscs dont la première est cinq, et la dcniière deux 
cent cinq, afin que celui qui examine (ce tableau) les ait visiblement sous les 
yeux, et qu’il puisse y prendre facilement ce dont il a besoin en fait de ces 
(choses), si telle est la volonté de Dieu. 



Les nombres im|>uirs suivant l'ordre. 


3 


5 


1 Les (deux) parties entières dans lesijuelles on divise les 
nombres impairs , et qui sont les racines des deux 
parties de riiypolénuse dont on peut extraire la racine. 


s, 1 


î, 3 


Le côté qui résulte de la multiplication de la somme des 
deux parties par leur différence, et qui est toujours 
impair. 


3 


5 


Le côté qui résulte du produit de l’une des deux parties 
par l’autre, (pris) deux fois, et qui est toujours pair. 


4 


12 


L’hypoténuse, qui est toujours impaire. Chacune de ces 
hy|K)téiiuscs .suit la précédente d’ après 1’ ordre que 
nous avons défini. L’ hypoténuse est la somme des 
deux parties multipliées chacune ]>ar elle-même. 


5 


13 


1 Le produit de l’hypoténuse par elle-même, lequel est une 
quantité qui a une racine, (et qui jouit de la pro- 
priété que) .si on y ajoute un (certain) nombre , la 
(somme) a une racine, et si on en retranche le même 
nombre, ce qui reste a une racine. 


. 25 


169 


Le produit de l’un des deux côtés jiar l’autre, (pris) deux 
fois, ce qui est le nombre tel que si on 1’ ajoute k 
l’hypoténuse multipliée par elle-même, ou si on l’cn 
retranche, ce qui résulte de l’addition et de la sous- 
traction, a une racine. 


24 


120 


L’ hypoténuse multipliée par elle-même à laquelle on a 
ajouté ce nombre, la([uclle (somme) a une racine. 

La racine de cette (somme), qui est la somme des deux 
côtés dont on a pris deux fois le produit de l’un par 
l’autre. 


49 

7 


289 

17 


L’hypoténuse multipliée par elle-même dont on a retran- 
ché le norabre ci-dessus, laquelle (différence) a une 
racine. 

La racine de cette (difl’érence), qui est l’excédant de l’un 
des deux côtés sur l’autre. 


1 


49 

7 
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7 , 


49 


23 , 


529 


240 


289 


17 


8 


15 


*, 1 


5 


‘7 , 


289 


31 , 


961 


330 


625 


25 


24 


7 


4, 3 


7 


t , 


1 


« . 


1681 


840 


841 


29 


20 


3t 


S, 2 


7 


23 , 


529 




2809 


840 


1369 


37 


12 


35 


6, 1 


7 


31 , 


061 


49 , 


2401 


720 


1681 


41 


40 


9 


5, 4 


9 



L'bypotvnusc qui suit dans l'ordre aprbs quarante et un, est 
quarante neuf. Il est impossible que cette (liyj>ote'nu.se) sous— tende 
un angle droit dont les deux côtes soient rationnels et sonclie de 
leur espice ; parce qu’elle n’est pas divisible en deux nombres 
dont on puisse extraire la racine. - Les deux parties du neuf qui 
suivent après le quatre et le cinq , sont trois et six ; mais ces 
nombres ont un diviseur commun, et le triangle qui en résulte 
a pour côtés trente six, vingt sept et quarante cinq; il est donc 
de l’espèce du premier triangle qui est quatre, trois et cinq. 



t7 , 


889 


73 , 


5329 


8520 


2809 


53 


28 


45 


7, 2 


0 


49 , 


2401 


71 , 


5041 


1320 


3721 


61 


60 


11 


6, 5 


11 


47 , 


2209 


79 , 


6241 


2016 


4225 


65 


16 


63 


8, 1 


0 


23 , 


589 


89 , 


7921 


3696 


4825 


65 


56 


33 


7, 4 


11 



L’hypoténuse .soixante cinq revient ici dans deux triangles, et 
tient lieu de l’hypoténuse quarante neuf qui manque. 



10609 I 



I 5329 I 73 { 48 I 55 I 8, 3 | It 



L’hypoténuse qui suit dans I’ ordre après soixante treize , est 
soixante dix-sept; à ce (nombre) la présente opération ne peut pas 
s’appliquer, parce qu’il n’est pas divisible en deux nombres dont 
on puLsse extraire la racine. 



41 , 1681 


113 , 


12760 


5544 


7225 


85 


30 


77 


9, 


2 


11 


71 , 5041 


97 , 


9409 


8184 


7225 


85 


84 


13 


7. 


6 


13 



I L’hypoténuse quatre-vingt cinq revient ici dans deux trian- 
gles souches, et tient lieu de l’hypoténuse soixante dix-sept qui 
manque. 



41 , 


1681 


119, 


14161 


6240 


7921 


89 


80 


39 


8, S 


13 




49 


137, 


18709 


9360 


9409 


97 


72 


65 


», 4 


13 


79 , 


6241 


419, 


14161 


3960 


10201 


101 


20 


99 


10, 1 


11 


31 , 


961 


151, 


22801 


10920 


11881 


109 


60 


91 


10, 3 


13 


97 , 


9409 


127, 


IGIS9 


3360 


12769 


113 


118 


15 


8, 7 


15 



L’hypoténuse qui suit dans l’ordre après cent treize est cent- 
vingt un; a ce (nombre) la présente opération ne peut pas s’ap- 
pliquer, parce qu’il n’est pas divisible en deux nombres dont on 
puisse extraire la racine. - Des parties du quinze il reste encore: 
les deux parties six et neuf, qui ont un diviseur commun , et 
dont il résulte l’espèce douze et cinq avec l’hypoténuse treize ; 



fol. 86 r«rlo 
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les deux parties cinq et dix > qui ont pareUlcmeut un diviseur 
(’oramun, et dont il résulte l’espèce quatre» trois cl cinq; et les 
deux parties trois et douze qui ont un diviseur commun, et dont 
il résulte l’espèce (juinze et liuit, avec l’Iiypnlénusc clix-scpl. 



-3 , 5329 


tel , 25921 


to 2 ue 


ISG25 


125 


44 1 


117 


n, 2 


13 


L’Iiyjiotcnusc <|ui suit dans l’ordre après cent vingt einij, est 
cent trente trois; la présente opération ne peut pas s’appliipicr 
non plus à ce (nombre) pour la cause (jue notis avons mentionnée. 


17 , 2H9 


193 , 37249 


18480 


18700 


137 


SS 


105 


n, 4 


15 


no , 14IC1 


167 , 27899 


6864 


21025 


145 


24 


U3 


12, 1 


13 


127 , lGt20 


161 , 2592t 


4896 


21025 


145 


144 


17 


9, 8 


17 


L'bypote'iiuse ccnl quarante cinq revient ici dans deux triangles 
■souclics dillercnts, et tient lieu de ce qui manque. 


89 , 7921 


toi , 36481 


14280 


22201 1 


149 


140 


51 


10, 7 


17 


47 , 2209 


217 , 47089 


22440 


24640 1 


157 


132 


85 


n, G 


17 


L’hypotc'nuse qui .suit aprc.s cent cim|uante sept, est cciit soi- 
xante un ; la prc'scnlc (operation) ne peut jias s' appliquer non 
plus à ce (nombre) pour ta caii.se ipii a e'te' mcutionn(H^ 


1 . 1 


230 , 57121 


28560 


2856 1 


169 


120 


119 


12, 5 


17 


<13 , 127C9 


217 , 47080 


17160 


29929 


173 


52 


165 


13, 2 


15 


49 , 2401 


257 , GG049 


31824 


34225 


185 


104 


153 


13, 4 




no , 14161 


233 , 51280 


20064 


34225 


185 


17C 


57 


n, 8 


10 


L’Iiypote'iiusc cent quatre-vingt cinq revient ici dans deux trian- 
gles souches diirc'rcnts, et tient lieu de ce <|ui mam|iic. 


73 , 5329 


263 , 69160 


31020 


37249 


103 


168 


03 


12, 7 


19 


167 , 27889 


223 , 49720 


10020 


3SSOO 


197 


28 


105 


U, 1 


15 


103 , 1UC09 


271 , 73441 


31416 


42025 


205 


84 


197 


14, 3 


17 


23 , 529 


289 , 83521 


41496 


4202.5 


205 


156 


133 


13, G 


19 



L’Iiypotc'niise deux cent cinq revient ici dans deux triangles 
souches dilFercnts, et tient lieu de ce qui mamjue. 



riN DU TRAITÉ. 

OBSÜHVATWyS. 

Je ferai rcmArquer en premier lieu que les nombres du tableau qui pr6cê<lc , sont écriU» dans le 
ms. 052 bis suppl. arabe, en cliifTres indiens» et non pas au moyen des lettres numérales, circonstance 
qui par la date ancienne du manuscrit (voir obsécrations 4.)* acquiert un intérêt particulier pour la 
question de la propagation des cliifTres indiens en Orient. J'ai déjà signale ce fait historique dan.s unr 
courte note insérée dans les Annali di teienze matematiche t fisicht publiés par M. Jbrlaftni {Vol. 
VI, pag. 521 à 323) , et le tableau dont on vient de lire la reproduction, est celui auquel j'ai fait 
allusion à rendroil cité {pag. 323 , lig. 12 et .suiv.). Je profite de la préscnlo occasion pour ajouter 
que l’on sait par l'Histoire des Dynasties d'Almùl l'baradje if'ditîon de Pococke, Oxford, IGG3, in 
4!, pag. 215, lig. G à 22 de la (radurlion latine) et par les Biographies des médecin.s d* Ihn Abl 
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Ora'ibiah tMs. 673, suppl. arabe de la Bibliolhèquc Impériale, fol. UO lig. 32 à fol. 131 rMig- 
11) t]iie le ntédecin Nazblf mentionné dans la même note, vécut à la cour du sultan BouiücAdhàd 
Abdaoulah (mort en 372 de l'hégire, 983 de notre ère). 

On voit que les nombres du tableau sont rangés suivant l'ordre de grandeur des iiypoténuses qui 
se trouvent dans la â.« colonne, en allant de droite à gauche. Cela est conrorme à ce que l'auteur a 
dit prccédemmcot k ce sujet; comparer ci-dessus pag. 9, lig. 24; pag. 10, lig. 20; pag. 14. lig. 23. 

Quant aux oliservalions intercalées par l’auteur dans cc tableau, elles rap)>ellcnt )>our les nombres 
de la forme 12m 4*1 uu 12m + non divisibles en deux carrés, les passages ci-dessus pag. 4, lig. 18 
en reniorilanl , et pag. 5 , lig. 1 ; pour les nofnbres impairs divisibles en deux parties qui ont un 
facteur commun, le passage pag. 10, lig. 24 et suiv.; pour les bypotéiHises qui se présentent plus d'une 
fuis, cl qui « tiennent lieu >», comme dit l'auteur, h de ce qui manque a , le passage pag. 7, lig. 0 
et suiv. 

Les nombres du tableau présentent dans le ms. arabe un certain nombre de fautes consistant en 
ce que le copiste a quelquefois omis un chiffre d'un nombre, et quelquefois à la place d’ un chiffre 
en a mis un outre qui par sa forme ressemblait k celui qu'il fallait mettre. La loi de formation de 
ces nombres étant d'ailleurs connue, on rcronnalt sur le champ, et sans qu'il puisse rester le moin- 
dre doute à cet égard, que ce sont de simples fautes de copie; je crois donc inutile de les énumérer 
ici une à une. 

Les nombres contenus dans les neuf colonnes du tableau en allant de droite h gauche, sont respcc 
tivement de la forme suivante : 

ir 2n + 1 « a -H 6. 

2T 0,6. 

3* (a + 6)(o — 6) s= a’ — 6>. 

4T 246. 

5* O» -f 

fl* (a' + 6V. 

7* 2(2u6) [ (a + 6H4 — 6) ] » 4o6(a» — 6*). 

8* (fl’ -f 6’)» + 4(i6(a’ — 6») = (a’ — 6’ + 2a6)’ , a’ — frJ + 2o6. 

fi* (fl’ -I- 6»)’ — 4o6(a’ — 6^) (a* — 6^ — tabf . « (o» — 6’ — 2o6j. 

La septième colonne est celle qui contient les nombres congruents. En appelant nombres congruenls 
primitifs les nombres congruents débarrassés de tous leurs facteurs quadratiques, un trouve que 1a ta- 
ble de l’auteur arabe contient les nombres congruents primitifs suivants: 



5 


34 


221 


546 


3570 


6 


65 


231 


1155 


4290 


14 


70 


236 


1254 


5610 


15 


MO 


330 


1785 


7854 


21 


154 


390 


1995 


10374 


30 


210 


429 


2730 





C.cUc table fournit donc en 33 lignes 29 nombres congruents primitifs, tandis que la table de Gos- 
sali {Origine etc. delValgebra, Tome 1. pag. 126) en 29 lignes n'en fournit que 12, qui sont tous con- 
tenus parmi ceux ci-dessus, à savoir ; 

5, 6, 14, 15, 21, 30. 70, 210, 231, 330, 390. 546 
La table de Fra Luca Pacioli (Summa de Arithmelica etc. Toscolanu. 1523, fol. Dist. 2.« Tract. 6'»* 
fol- 46 rT) contient 52 nombres congruents qui n’cc fournissent que 14 de primitifs, À savoir: 

5, 0. 14, 15, 21, 30, 65, 70, 154, 210, 231, 330, 390. 546. 
l/aiilcur arabe a obtenu cet avantage en excluant les combinaisons où a et 6 auraient eu un divi- 
seur commun. Cependant il a été loin de tirer des triangles rectangles en nombres entiers que con- 
tient sa labié, tous les nombres congruents qu'ils auraient pu lui fournir. CesI ce que prouveront, 
je pense, les considérations suivantes. 

En divisant par un mémo carré q’ les deux équations fondamentales du problème 
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oa obtient doux nouvullci équations de 1a même forme que les premiêfcs. Il suit de U qu'en sup- 
primant dans un nombre congruent un facteur quadratique, ou obtient de nouveau un nombre con- 
gruent. Los nombres congruents du tableau dressé par l'auteur arabe sont, comme on vient de le voir, 
de la forme iab{.a* — 6^}; on peut donc supprimer le facteur 4. Les équations du problème deviennent 
on ce cas 



(— ) ( — J — ) . 



et le nombre congruent sera de h forme 

1) ab{a}-^l^}. 

Or, les colonnes S**, 4<^ et 5« du tableau de l’auteur aral)c nous fournissent des nombres qui satisfont 
à réquation 

J* + y* « X’ 
où 

ar = (n+ a ÿ « 2(n + « + lKn — «) . x s* (« + a + + (n — 

Donc, si dans I. on fait a » x , 6 le facteur o* — se transformera en un carrt* y’; et en le 
supprimant on aura le nombre congruent: 

1) XX = (n + «ri- 11* — (» — «IL 

Mais on peut aussi tranformer à* — b* en un carré en faisant a » x , d » y » tl'où a'* — » x^, ee 

qui donne comme nombre congruent 

2) xÿ ta 2(n ri- a ri- 1)(« — «) [ {» ri" « ri“ *)* ri" (" — «)’ J- 

Les équations du problème qui correspondent à la forme I. du nombre congruent, sont ./ 



') 






-y- 



ou, en remplaçant de nouveau x, y, s par leurs valeurs à* — è*, iab , a’ -f b\. 

et le nombre congruent sera de la forme 

II) (a*ri-Wfo“— fi’). 

Dans celte expression faisons a = x , b = yi le facteur a* -f b"* devient un carré, et l'on aura comme 
nombre congruent 

3) ^ (X»- y’) = * [ (n ri- « -M)* ri-(n - R)' - (Hn ri- « ri- 1)’(» -«)»]■ 

Faisant a x , b » on transforme en un carré le facteur — 6^ , et le nombre congrueut sera 
4) X* -L X* sa 2(n ri- « ri- lï* -f* 2(n — «)*. 

Mais le facteur — 6^ se transforme aossi en un carré par la substitution a v x , A ss y , de sorte 
que l'on a le nombre congruent 

5) X» ri" y* = (n ri- «ri- 1)* ri- (» — «)* ri- ri- « ri- l)^« - «)». 

Considérons maintenant les équations du problème qui correspondent à 1a forme 2. du nombre con- 
gruent; ce sont 

/x** 2:y 



ou, en remplaçant x, y, x par leurs valeurs ~ , iab , a’ ri- ^ » 

r±t±±yÊ2L^\ taHa^ + - 

L 2(0> — 6») J ' ^ ' L ï(a>-t>) J 

et le nombre congruent sera de la forme 

III) 

En faisant dans cette, expression a «x, & » y on transformera ennn carré le facteur a^ri-^i mais 
le nombre congruent qui résulte de cette substitution est 2xy, c'est-à-dire la forme qui nous a servi 
de point de départ. On pourra ensuite transformer en un carré 4x^ le facteur 2(o’ ri* «n faisant 
û"®^-hy» — y; mais on retombe en ce cas sur le nombre congruent * (**— y’). De même, 

en faisant a « — i — , b — ^ ce qui transformera le facteur ah dans le carréi y=*, on retrouve 

le nombre congruent x^ + x*. 
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Enfin faisons a < 



«■h J 



, b- 



•X; le facteur 2o^ se transforme en un carré cl Ton ob- 



tient le nombre congruent 



0) 



+ (J — J)» = (n + « + 1)» + 4iii — 



Si, comme on Ta fait ici, on suppose n-j-a-i-l > n— «, il faut encore distinguer le ras de a=sz-4-x, 
6 s« ' ^ , qui donne lieu au nombre congruent 



7 ) i*+*)’+(=-j-îy= 4 («+«+i)‘ 

X présent considérons les équations du problème qui correspondent il la forme 3.; ce sont 






ou, en remplaçant x, y, s par leurs valeurs en a, b 
rio’ — 4- tCo* 






(Qj - 



']■ 



L 4aéia* — 

et le nombre congruent sera de la forme 

IV) [ (O + 6)>- J [ (a - fcj» - 2*> ] . 

Le signe du nombre congruent étant indilTérent, on obtiendra encore des nombres congruents, si on 
peut transformer l'un ou l'autre des facteurs de l'expression IV) en un carré négatif. Faisant 

u = ^ + y — s. 6 = 1, on aura (a + 6)* — 26* =* — {x — yl*, et le nombre congruent sera 

8) ïi’ - (X + V - »»)’ •= s[(" + « + IP + (» — «)’]’-[(n + «+ t — n — «)> + *(« — «)>]' . 

Faisant o = x + y + s, 6 = x, on aura (a — 6)’ — 26* = — (x — y)*, et le nombre congruent sera 

. (X + y + sip - =[(« + .+ 1 + + «(, + « + iji]’- , + , + ip + (, _ «pj. 



Faisant pareillement a = x — y^ a, 6 b< od obtient les nombres congruents 

,0) (X - y - üjp =[(»+, + ! + r:r;p _ «pj_ + , + ip + (, _ «p]' 

H) (X - y + 8s)> ■=[(" + « + • -ir^p + î(H + « + ipj’_ ,[^(B + « + ip + (, _ «pj’ 

forme 3. de laquelle on vient de déduire les formes qui précèdent, montre aussi immédiatement 
que, toutes les fois que x + V ^st un nombre carré, x y est un nombre coDgruimt, et réciproque- 
ment. La table de l'auteur arabe, ob les quantités x + y et x » y sc trouvent dans la 8*. et la 9*. 
colonne, fournit de cette manière les nombres congruents 

7 , 23 , 3i , 41 , 71 , 230 . 257. 

Ces nombres résultent des quatre formes que l'on vient d'obtenir, si l’on prend les valeurs de x, y, s 
dans les triangles rectangles 1, 0, 1 ; 3. 4, 5; 5. 12, 13. Les mêmes nombres sont aussi compris dans 
la forme 8. seule ainsi qu’on le voit aisément en prenant 

<n+oc+l«=0,2, 1,2, 2, 1,3 

} n — asl, 3, 2, i,~l, — 2, 2 

et ils sont aussi compris dans la forme 9. seule, attendu que si on remplace n+*4* I n— « par n — u 
et — (« + « 4" I) ou par — (» — a) et (n 4- “4"0» Texpression 8. se change dans l'expression 9„ el 
l’expression 9. dans l'expression S; enfin ces nombres sont pareillement compris dans chacune des for- 
mes 10. et 11. 

On a vu ci-dessus (pag. 23) que les expressions x + y ^ — y les racines u cl o des deux 
carrés qui satisfont aux équations fondamentales du problème des nombres congruents 
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il suU cnainlcnant de ce qui précède, que parmi les valeurs de u et de c sont compris les nombres 
congruents contenus dans les formes 8. 0. tO. et 11. 

On reconnaît aussi que les valeurs de la racine u = x 4^ se rclrouvcol toutes parmi les valeurs 
de la racine e =» x — y , car on a 



et faisant 
on aura 



U = (a 4 “ 6 }* — 26’ , v' = (a' — 6 )* — 26'> 

= 5a — 26 , 6' » 2a — 6 

f' = « . 



Or, Sa — 26 et 2a — 6 sont premiers entre euv ; car , si 5a ~ 26 = et 2a — 6 » , «n aurait 

a SS (p — 2 çli et 6 « (2p — Sç)â. On voit, en outre, que la somme (5o — 26) 4- 12a — 6) » 7 a — 36 
est toujours impaire, a et 6 ne (louvaiil élre en même temps ni pairs, ni impairs, et que, par consé- 
quent. il en est de même de 5a • 26 et 2 a — 6. Donc toutes les combinaisons a', 6^ se trouvent parmi 
les a, 6. 

Pareillement (>armi les valeurs de s, c*cst à dire parmi les hypoténuses des triangles rectangles pri- 
mitifs, sont compris tous les nombres congruents qui résultent d4*s formes 6. et 7., si dans 6. on prend 
n et a en même temps pairs , ou en même temps ini|tairs , et si dans 7. cm en prend l’un pair et 
l’autre impair , en supposant du reste , comme on en est convenu •’i4-<^4'l et premiers 

entre cij%. 

Parmi les valeurs de s sont compris aussi tous les uombres congruents de la forme 5., car s et y 
sont premiers entre eux, et x 4~ V impair. Il en est de même des moitiés des nombres congruents 
de la forme 4., car n 4- * 4- * «t n — * sont supposés premiers entre eux et (n 4“ « 4- l)H* (*» — 
est impair. 

En comparant b forme 3. à la forme primitive 2 xy on voit que l’on peut tirer encore, si Ton veut, 
du tableau de l’auteur arabe le nombre congruent 



12) * 4xy(x*-ÿ’) 



et l’on a en même temps le théorème que, riant donne un nombre conçrueni 2 xy, on peut ioujourt 
trouver un autre nombre congruent tel çue U dou6/c produit dei deux nom6rci soit de nourcau un nom- 
6re conirrucnt. On arrive à un résultat semblable en formant le double produit des formes 1. et 2. 

Je n'étcmlrai pas ici davantage ces rcchcrrhes que je reprendrai et développerai peut-être à une au 
tre occasion. Mais J’ai calculé encore comme un exemple des douze formes de nombres congruents 
ci*de^us établies, et de la forme primitive 2xy, les équations fondamentales du problème correspon- 
dantes à ces formes, en prenant les valeurs do x, y, z. dans le triangle rectangle 15,8. 17. Voici ces 
exemples : 

sW ixj- — 17’ =tr 240 = 23*, 7*. 





* /257 

SX = 1 

V 8 






' /353' 


^ =kr 136 = 




^ =fc (x — j’) 


/ 54721 \ 


V îjy - . 


“ \ 4080 / 


/z* -h x' 


j (s’-t- x’) 


/|34I4C\ 


\ txjz 


~ \ 4080 / 






/ 87617 \ 


V txfz 


4080 / 




Digitized by Google 




31 



( ii:tvj 9\* /DioaauV 

I63GS / ’ \ 1B3G8 / 

|-(x-(-.r)'(x-f-j — «)‘-f- '«(J^-Hr — w„ , >> >. _ 

L 4(x - j)=(o- +.r - + J -i)i-=n J *-'- . 

( 5S2ÎW43537Y _ /TOmSTTlsV / 296233<Ufi3 \* 

234«34G»Ü / \ 234834600 / ’ \ 234834GOO / 

L 4(.r -j)c(x +.f + .) 5(x + ! J 

( G37502203r*84lY / 082491 1007350Y /.’>890874439041 Y 

47132160100 / ' * \ 47152160160 / \ 47152160160 / 

I (.r— J)'‘(X — r — ïs)'-f-i6(.r — r — =)Vn* . .. 

Lllr-^j).tr-j-=) 5 (x-j^=r-=n J * .r-M *^1- 



-G 



4639349841 V /20346085359 

I ^ 151 =: I 






oY /382H6749S9Y 

) / ’ yil40868440/ 



I141WG8440 / 

r (x —jfijc —J - 4 - iz)>^ < 6 (.r — J Ux — r H- 2 -i*— - 

L4(x -h.7 )3(x - j + =) 5(x - j =)i-=‘ } .I 

_/"43014S864SD7Y /54G2T1340303Y /326S37774847Y 

0 / \ 9318499G80 / \ 93I84U96S0 / 



\ 9318499680 



3^ =*= 4X^'(x’ = 289*=*= 77280 = 401*, 79*. 

Enfin j’aî calculé pour tous les triangles rcclaugles contenus dans la Ubic de fauteur arabe les nom 
hrcs congruents que fournissenl les douze formes ci*<]essus développées. J’ai inscrit dans le tableau ci- 
après tous ces nombres congruents, et j’y ai reproduit aussi ceux de la forme txy. Aupri^ de ceux 
de ces nombres qui contiennent d»s fic.teurs quadratiques, j'ai placé les nombres congruents qui en 
résultent iors(|u'on supprime le plus tn^nd facteur quadratique contenu dans cbacun des premiers. J’ai 
manpic d’un astérisque ceux de ces nombres qui sont premiers, et du signe 2p ceux qui sont doubles 
de nombres premiers. Quant aux facteurs premiers des autres , il est évident qu’on n’en peut rien 
dire pour les nombres congnionts qui contiennent les facteurs .x ^ (a + 6)ta — 6} ou y—2ab. Parmi 
tes autres, les nombres congruents des formes 4. S. 6. 7. étant des sommes de deux carrés, ont tous 
leurs facteurs premiers des formes 8m -{- 1» Hm -J- S; cependant cette dernière forme des facteurs pre- 
miers doit être exclue pour les nombres congruents 4. et 5. , attendu que le premier peut s’écrire 
aussi tp 4- Ir’, et le second x* + 2jf'’. Les facteurs premiers des nombres congruents des formes 3. 
8. 9. 10. 11. sont des formes 8m-f1, 8m-f-7, parccqne la forme 3. peut s’écrire * (*^ 25 ^}, de sorte 
que tant le nombre congruent de la forme 3. que ceux des formes H. 9. 10. et 11. appartiennent à 
la forme quadratique — 2A’ ou à la forme 2gi’— A* qui est équiv.ilontc à j’’ — 2A\ 

Vsiiri le tableau dont il s’agil. 
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X 


y 


Z 


txy 


zx 


y 




B 


B 


3 


4 


5 


24, GSy> 


15 


20, 5* 


r-4) 


34 y} 


41 * ! 


5 


12 


13 


120, 30 


65 


156,39 


119 


194 y> 


313 * 


i5 


8 


17 


240,15 


255 


136,34 yi 


161 


514 y} 


353 * 


7 


24 


25 


336,21 


175,7* 


■ 600, 6 yy 


527 


674 y) 


1201 • j 


£1 


20 


29 


840,210 


609 


580,143 


41* 


1282 tp 


1241 ; 


35 


12 


37 


840,210 


1205 


444,111 


1081 


2594 yy 


1513 ' 


9 


40 


41 


720, 5* 


309,41* 


1640,410 


1319,31* 


1762 yy 


3281 { 


45 


28 


53 


2520,70 


2385,265 


1484,371 


1241 


4834 yy 


3593 * i 


U 


60 


61 


1320,330 


671 


3660,913 


3479,71 * 


3842 


7321 * 


63 


16 


65 


2016, 14^ 


4095,455 


1040,65 


3713 


8194 


4481 * 1 


33 


56 


65 


3696,231 


2145 


3640,910 


2047 


3314 yi 


7361 1 


55 


48 


73 


5280, 330 


4015 


3504,219 


721 


8354 


7633 


77 


36 


85 


5544,134 


6545 


3060,85 


4633 


13154 ip 


8321 * 


13 


84 


85 


2184,546 


1105 


7140,1785 


6887 


7394 yy 


14231 * 


39 


80 


89 


6240, 390 


3471 


7120,443 


4879 


9442 yy 


14321 * 1 


65 


72 


97 


9360, 65 


6305 


6084,194^; 


059 


13634 


I4S93 * ] 


99 


20 


101 


3060,110 


9090,1111 


2020,505 


9401 


20002 


10601 * ! 


91 


60 


109 


10020,2730 


9919 


6540,1685 


4681 


20162 


15481 


15 


112 


113 


3360,210 


1695 


12656,791 


12319 


12994 


25313 


117 


44 


125 


10206,286 


14625,65 


5500,55 


11753 


29314 yy 


17561 


105 


88 


137 


18480,1155 


14385 


12056,3014 


3281 


20794 yy 


26513 * 


143 


24 


145 


6864,429 


20735 


3480,870 


19873 


41474 


21601 * 


17 


144 


145 


4896,34 y> 


2465 


20880, 145 


20447 


21314 yy 


41761 * 


SI 


140 


149 


14280,3570 


7599 


20860,5215 


16999 


24802 yy 


41801 * j 


85 


132 


157 


22440,5610 


13345 


20724,3181 


10109 


31874 yy 


42073 * 


119 


120 


169 


28560,1785 


20111,110 


20280,30 


239 * 


42722 


42961 * 1 


165 


52 


173 


17160,4290 


28345 


8996,2249 


24521 


57154,34^ 


32633 * 1 


153 


104 


185 


31824,221 


28305,3145 


19240,4810 


12593,237* 


57634 %p 


43041 


57 


176 


185 


20064,1254 


10545 


32560,2035 


27727 


37474 


65201 


95 


168 


193 


31920,1995 


18335 


32424,8106 


19199 


46274 


65473 


195 


28 


197 


10920,2730 


38415 


5516,1379 


37241 


76834 


39593, 137® 


187 


84 


205 


31416,7854 


38335 


17220,4305 


27013 


76994 


400S1 * J 


|«3 


156 


205 


41496,10374 


27265 


31080,7995 


6647,23* 


50714 


66301 * 
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ADDmO^’ AVX OBSERYATIOSS 8 fl 9. 



Les règles de Pythagore et de Platon pour trouver des triangles rectangles en nombres entiers cUnt 
en quelque sorte les premiers pas qu’on ait faits dans la théorie des nombres, il n*est peut-être pas 
entièrement sans intérêt, de dire ici un mot de la manière d’ arriver à ces règles qui (laratt être la 
plus naturelle, et par conséquent celle qui a conduit les deux célèbres philosophes à celte decouverte. 

Étant proposée l'équation 

1) -i- y" - , 



on en tire immédiatement 
et égalant les facteurs séparément 
on a 



it». 1 = (a + y){s — y) , 
a + y — I — y— I, 

X»— I _ * 1+11 x^ — I 



2 



+ 1; 



afin de rendre ces valeurs de y et s entières, on prendra nalurellemeot pour x un nombre impair 
2m + I, de sorte que l’on aura 



X B 2m + 1 , 



y 



( 2m + 

2 



(gm + I J 



et ce sont précisément les expressions énoncées par Proclus pour la régie de Pythagore. 
Quant à la règle de Platon, on tire de 1), en introduisant rindétenninée m , 

m* • ^ = (* + y){* — V) . 

et posant 

a + VBmx, J — y = i. 



—J m* + 1 

aDn de se débarrasser des fractions on prendra naturellement pour x un nombre pair 2m, et l'on aura 
X •> 2m , y a m’ — I , s = m^ -f I 



et ce sont exactement les expressions énoncées par Proclos pour la règle de Platon. 

Voici encore une autre manière très^simple et très-naturelle, mais moins élégante d'arriver aux 
expressions de Platon. 

Égalant dans I) le nombre x i y pins une indéterminée f, on a 

x>=.(2y + <)f. 

cl pour qne le second membre devienne un carré, il faudra que 2y + f soit égal 1 i fois un carré, 
donc 

2y + t = t. m’ ou 2y = i(m’ — I) ; 

la sotution qui se présente (ont naturellement, est de prendre i = 2 , ce qui donne 
y»m>— I, xæ2m, 
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B. 

LETTHE DU CIIA'IKH ABUÛ DJa'FAR mohammed BE!t ALHüÇaIH À ABOA MOHAMMED ABDALLAH fol. SG trrAO. 

BEH ALt LE CALCCLATEl'K, SDB LA FOBMaTION DES TBUNGLES BECTAXGLES 
\ COTÉS BATIO.THELS ET SUR L’UTILnÉ QU’oEFRE LEUR COHRAISSaRCE. 

J’ai dcja expliqué que (les arjpiraents) qu’avait proposés AIhiû Moliaramed Al- 
kliodjandi, que Dieu soit miséricordieux envers lui, dans sa démonstration (du 
tliéorcme) que de l’addition de deux nombres cubes il ne résulte pas un nombre 
cube, sont défectueux et inexacts, et que la règle qu'il a donnée pour la con- 
naissance des triangles rectangles 'a côtés rationnels, est particulière et non gé- 
nérale. Vous avez lu, ô mon frère que Dieu nssiste, (la correspondance) qui a 
été écliangée etitrc moi et lui sur cette matière. Cependant je n’ ai pas expli- 
<|ué comment on forme ces triangles, par quelle méthode on les connaît et les 
produit, et quelle est l’utilité que l’on tire de leur connaissance, utilité qui est 
le but et r objet de (la théorie de) ces (triangle.s). Or, il se peut que vous 
éprouviez le besoin de prendre connaissance de cela; je l'ai donc expiLsé pour 
vous, et je vous l’ai envoj’é, afin, que vous le lisiez, si telle est la volonté de 
Dieu. • 

OBSERVATIOSS. 

Les lignes que Ton vient de lire» renferment une donnée historique assez importante. Elles nous 
apprennent qu'à une époque fort ancienne les géomètres arabes connaissaient déjà le célèbre théo- 
rème que In somme de deux cubes ne peut pas être un cube , et étaient occupés à en chercher la 
démonstration. Aboù Mohammed AlkhodjandI est cité par Edward Bernard {Philotophical Transaction*, 

Vol. Xlilf année 1&83, pag. 724, lig. 1 à S) pour une oljscrvation de robliquité de l'écliptique qu’il 
aurait faite en 382 de l’hégire, 992 de notre ère, du tcm{»$ du prince bouide Fakhr Al-daoulali, qui 
régna elTectivement de 373 à 387 de l'hégire, 983 à 997 de notre ère. Cependant il se présente ici 
une difliculté chronologique. Le nom d’Alkhodjandi est accompagné ci-dessus des mots » que Dieu soit 
miséricordieux envers lui >» , qui inditiucul qu’Alkhodjandl était mort à l'époque où le présent traité 
fut cbmixisé , ou du moins où il fut copié ; la copie fut collationnée avec le manuscrit autographe 
de Tautcur, ainsi que l’aUeste un postscriptum qu’on lira plus loin à la fin du traité. Or, quoique ce 
postscriplum ne renferme pas de date de copie, je serais très-disposé à croire, que le traité d’AboA 
Dja’far Mohammed Ben Alhoçain fut copié comme U plupart des autres morceaux contenus dans le 
ms. où il se trouve, pendant l’espace de temps compris entre les années 969 et 972 de notre ère (com- 
parer ci'dcssDS, observations 4, pag. 8 , lig. 27). Mais AlkhodjandI ne pouvait pas être mort en 972 
et observer en 992. Il est vrai qu’Rdward Bernard appelle l’astronome dont U parle, Almù Mabmoùd, 
tandis que le ms. traduit ici porte AIhjù Mohammed; mais cette difTérencc ne dépend dans l’écriture 
arabe que de l’omission d’une seule lettre, et ne parait pas suffisante pour nous décider à admettre 
l'cxislcnce de deux personnages distincts, originaires de la ville de Khodjandah en Transosianc, à peu 
pri’S contemporains, l’un géomètre et appelé Aboù Mohammed, Paulre astronome et appelé Aboù Mab- 
moûd. Quoi qu’ il en soit, il parait presque certain que la démonstration de l'impossibilité do l’équa- 
tion dont il est question dans notre texte , fut donnée anlérieuremenl à U fin du X.** 

siècle de notre ère, et il ext probable que cette impossibilité fut connue des géomètres arabes, comme 
thèse, plus ou moins longtemps avant celte époque. 

Quant aqx objections faites par notre auteur contre la démonstralion d’Alkhodjaodl, il faudrait peut- 
être. avant de les admettre sans restriction, connaître le r,iisonncineDt même de ce dernier géomètre. 

Car l'auteur du présent traité critique en même temps une règle d’Alkhodjandi pour trouver les trian- 
gles rectangles en nombres rationnels, quoique les considérations qu'il propose lui-même sur cette ma- 
tière, ne soient nullement à l’abri de toute critique , comme nous le verrons par Ia suite. Il serait 
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donc possible qu’il n’cûl pas bien compris le sens ou la portée des arguinenls proposés par Alkho- 
djandl relalivemenl i l'impossibilité de l'équaliou x’ + et que ce fiU li la cause du blâme 

qu'il émet. Il est toutefois assez probable qu’AlkhodjandI n'ait pas réussi à surmonter toutes les dilïl- 
cultés que la démonstration de cette impossibilité présente en effet, d'autant plus que Euler lui-méme 
a été obligé de revenir sur la démonstration qu'il en avait donnée en premier lieu, et de la complé- 
ter par d'importantes considérations subsidiaires (voir ,Voef comment, aead. âcteiU. l'mp, Pflrop. Tom. 
VIII, 1700 et 1701, pag, 105). 

On aura remarqué que l'auteur insiste tout particuliérement sur l’utilité et le but de la formation 
des triangles rectangles â cOtés rationnels. Ce but n'est autre que la résolution du problème des nom- 
bres congruents, ainsi que l'auteur le déclarera ci après d'une manière tout à fait esplicite. (Com|»- 
rer ci-dessus, observations 18, pagg. iî et 23). 



Voici (les llic’orbmcs pre'liminaire.s) qu’il faut placer en tète Idc cetlc théorie). 

Si un nombre quelconque peut être dwisé en deux parties telles que l'ex- 
ce'dant de son carré sur le carré de l'une de ses deu.r parties soit un car- 
ré, le carré de ce (nombre) peut être divisé en deux carrés. 

^ J, JJ U . Supposons que AB .soit (ce) nombre quelconque, parta- 

gcon.s-lc au point C en deux parties, jiasoiis le nombre 

® E (égal à) l’excédant du carré du nombre AB sur le 

carré de l’une de ses deux parties, laquelle .soit CB, et 
prolongeons AB ju.squ'à ce que BD soit égal à CB; alors le jrixtduit de AD par 

AC, qui est E, avec le carré de CB est égal au carré de ,\B, en vertu de ce 

qui est démontré dans la .sixième proposition du deuxieme Livre du Traité des 
Eléments. Conséquemment, si E est un carré, [le carré de] AB est partagé en 
deux carrés. , 

OBSERTATIOS. 

Cette démonstrition est inutile, la proposition étant évidente d’elle-méme: car elle dit seulement 
que, si a’ — c^, on a aussi a‘ ^ + c'. La citation est exacte. 



Toutes les fois qu'un nombre impair est divisible en deux nombres car- 
rés, c'est à dire en deux parties dont on puisse extraire la racine, son car- 
ré est divisible en deux nombres carrés. 

E A DCB Supposons que AB soit un nombre impair qui est divisé, au 

point C, en deux nombres carrés, et coupons CD égal à CB. 

Je dis que l’excédant du carré de AB sur le carré de AD est un nombre carré. 

Démonstration. Si nous prolongeons AB jasqu'à ce que AE soit égal k AD, 
AD sera à DC comme ED a DB, et componendo AC a DC comme EB à DB. 
Or, AC est "a DC comme un nombre carré à un nombre carré, donc EB a DB 
comme un nombre carré a un nombre carré. Conséquemment (EB et DB) sont 
deux (nombres) plans semblables en vertu de ce qui est démontré dans la 
vingt quatrième proposition du huitième Livre du Traité des Eléments. Le pro- 
duit de l’un d’eux par l’autre est donc un nombre carré. Mais le produit de 
EB jtar DB est l’excédant du carré de AB sur le carré de .\D. Par conséquent 
l’excédant du carré de AB sur le carré de AD est un nombre carré. > 
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I.c cane de AB est donc divisé, au point D , en deux nombres carrés. A 
cause de cela, .si l'on considère AB comme l'Iiypoténuse (sous-tendant) l'angle 
droit d’un triangle, AD qui est la diflerence entre les deux nombres carrés, se- 
ra r un des deux côtés (de l'angle droit). Je veux dire (que AD est) ce qui 
reste de AC, à savoir du plus grand des deux carrés (dont se compose AB), .si 
l’on en retranebe CB, qui est le plus petit carré. 

Et si on multiplie AD | par lui-méme, qu’on retranebe (ce produit) du pro- fol. 87 reeto 

duit de l’hypoténuse par elle-même , et que 1’ on prenne la racine de ce qui 
reste , ou si 1’ on multiplie le double de AD avec DC par DB , et que I’ un 
prenne la racine du produit, il résultera de chacune des deux opérations le se- 
cond côté (de l’angle droit du triangle rectangle). 

OBSERTàTIOXS. 

Voici le raisonnement de l'auteur. Il fait 

AB =. a' S* , AC =«’, BC«»CD = ?*, 

AU = AE = «’-P‘. EB = («> -!-?>) + («>-?>). DB = («»-H9>) — — 

et il a 

5 i •• I («’ + ?’)-(«’ 

{ («> -b P’) -H«> -P’) î . j 

(»> -J. pqr — («» — ?>. 

Un voit que a’ -f P' on AB est l'hyputênusc d'un triangle rectangle dont l'un des deux autres côtés 
est «* — P* ou AD, tandis que le troisienic cité est 

î«p — + — p*)> = ^XB> — AD* ou — ^SAC . BU. 

Voici l’énoncé de 1a 24.* proposition du VIII.' Livre des Eléments d’EucIide citée par l’auteur: 

« Si le rapport de deux nombres est celui d'un nombre carré à un nombre carré, et que le premier 
nombre soit un carré, le second sera pareillement un carré, a Pour démontrer ce théorème, Euclide 
prouve d'abord que, si le rapport de deux nombres est celui d'un nombre carré à un nombre carré, 
il ne se trouve entre ces deux nombres qu’un seul nombre moyen proportionnel; d’oti il suit, par la 
20". proposition du VIII'. Livre, que les deux nombres sont deux nombres plans semblables. Le théo- 
rème dont l'auteur se sert ensuite, savoir que le produit de deux nombres plans semblables est on 
dans, carré, est démontré la i.** proposition du IX.' Livre des Eléments 



Le triangle coastruit (de cette manière) a donc l’hypoténase et les deux cô- 
tés (qui renferment l’angle droit) rationnels. Le carré du nombre impair, à sa- 
voir de AB, est impair. Ce carré vient d’être divisé en deux nombres carrés. 
Or, l'imjiair se divise .seulement dans l’impair et le pair. Donc l’un des deux 
carrés sera impair et l’autre pair. Et le côté du carré impair est impair, et le 
côté du carré pair est pair. Conséquemment 1’ un des deux côtés (qui renfer- 
ment l’angle droit) du triangle .sera toujours impair et l’autre pair. Celui des 
deux qui est impair sera AD, parce que .AB est impair, et qu’on en a retran- 
ché DIS qui est jvair , de sorte que le reste est impair. Nous avons aussi re- 
connu (que l'on obtient) le second côté (de l'angle droit) qui est le (côté) pair, 
en multipliant AC par CB, en trouvant la racine du produit , et en la dou- 
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blaiit, parce que le produit de AC par CB est le quart du produit de F.B par 
DB. La plus facile et la plus courte de ces nie'thodes est de trouver la raci- 
ne de AC et la racine de CB, d'en multiplier l’une par l'autre, et de doubler 
ce qui en re'sulte, ou de multiplier l’une par l’autre (prise) deux fois , parce 
que le produit de la racine d’un nombre carre' quckronquc par la racine d’un 
autre carrd , est un nombre qui est moyen proportionnel entre les deux car- 
rés, en vertu de ce qui est démontre' dans 1a onzième proj>osition du huitième 
Livre du Traite' des Eléments. 

OBSERrATIOX. 

Si riiypotéouse «’-t-p’ est impiire, le second eitlé — p* «’ -)- ?* — î9’ est pareillement impair; 
le troisième côté, qui est pair, s’exprime [wr ^EB . DB = 2x9 , ainsi qu'il résulte des observations 
précédentes. La citation est exacte. 



Nous démontrerons (maintenant) de combien l’iiypoténase dépasse chacun des 
deux (autres) côtés. 

A D C B Traçons de nouveau AB, et jiosons EZ (égal à) la racine 
' et' Z iV ' ' racine de CB. Coupons ZT égal 

à ZM. Le carré de EZ est donc AC , le carré de ZII est 

CB, ZH est égal à ZT, et I)C égal 'a CB. Par coiisétjuent l’excédant du carré 
de EZ sur le carré de ZT est AD. Mais l’excédant du carré de EZ sur le car- 
ré de ZT est égal au produit de EH par ET. Il résulte (de là) une autre ma- 
nière de trouver .ADj elle (consiste en ce) que nous multiplions la somme des 
deux racines par leur différence, qui est ET. Or , comme le produit de EU 
par ET plus les deux carrés égaux de ZT et de ZH est égal à la somme des 
deux carrés de EZ et de ZH, laiiucllc est .AB, .AD sera plus .petit que AB du 
double du carré de la plus petite des doux racines. 

Quant à l’autre côté , il est plus petit que .AB du carré de ET qui est la 
différence des deux racines. Car ce (côte') est égal au produit de l’une des deux 
racines par l’autre (prise) deux fois, le produit de EZ par ZH (pris) deux fois avec 
le carré de ET est égal à la somme des deux carrés de EZ et de ZH, en vertu 
de ce qui est démontré dans la septième proposition du second Livre du Traité 
des Eléments, et les deux carrés de EZ et de ZH sont égaux à .AB. Conséquem- 
ment si l’on prend la difiFérence des deux racines de .AC et de CB , qu’un la 
multiplie par elle-même, et qu’on retranche (le produit) de l’hypoténuse, ce qui 
reste est cet (autre) côté. 

OBSEHVATWX. 

L'auteur tait voir que Ica difTércnccs de rhypolénusc et de l'une ou de l'autre dea cathètes auni : 

1) — («X — p>) = 2?’ , î) + =(«— jSp. 

C'est re qui est énoncé aussi dans le NT 14 du fragment anonyme. (Voir ci-dessns pag. 17). L’auteur 
fait observer en passant que la calhèle ux — s' exprime aussi par (aq.^)(> — ^). La cil.ilion est 
exacte. 
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Je ii’ai pas fait ressortir que l’on peut trouver un nomljrc pair qui se divise 
en deux parties dont on peut extraire la racine, c* est à dire en deux nombres 
carres. Mais ce {nombre pair) sera double ou multiple d’un impair qui le prë- 
cede, et qui se divise en deux parties dont on peut extraire la racine. Le triang^le 
que l’on construit au moyen du (nombre pair) sera donc de l’espece du triangle 
epic l’on construit au moyen d’un impair qui le précédé, de sorte que ce qui 
est construit au moyen du pair viendra a la suite | de ce qui est construit au moyen roi. 87 veru. 
de l’impair, et sera produit par la production de ce dernier sans diOlcult^; at- 
tendu que tout nombre pair, s’il est divise' en deux parties dont on peut ex- 
traire la racine, est divLsd seulement en deux impairs dont l’un est l’unité' ex- 
clusivement, et l’autre un nombre dont on peut extraire la racine. Tel est le 
dix qui se divise en un et neuf, et qui est le double du cinq qui le précède, 
et qui se divise en un et quatre. Or, les deux (autres) côtés du triangle pour 
riiypoténusc duquel on a pris dix, sont six et Iiuit dont chacun est le double 
du (côté) correspondant (du triangle) pour l’hypoténuse duquel on a pris cinq, 
et dont les deux (autres) côtés sont trois et quatre. Une propriété caractéristique de 
tout triangle rectangle primitif à côtés rationnels est dune que .son hypoténuse 
soit impaire, un de scs deux (autres) côtés impair et l’autre pair. Pour ce qui 
suit ces (triangles primitifs) et qui en est dérivé, l’hypoténuse et les côtés 
(peuvent) tous (être) pairs. 

OBSERrATlOXS. 

L’auteur énonce ici le (héorènie que le$ Iriangits rectangles gni oui pour hypoUnuse «n nombre 
pair, ne sont pas primitifs. En elTet soit 

jr* + y' I’ 

et sup|H»ons que i soit pair. Il faudra que x et y aoient à la fuis impairs ou pairs. Si x et y étaient 
en même temps impairs, la somme de leurs carrés serait de la forme 2|Sn q- I) qui ne peut pis être 
égale à un carré. Conséquemment, ai x est pair, x et y le sont nécessairement aussi , les trois côtés 
ont 2 pour commun diviseur, donc le triangle n'est pas primitif. C’est ce qu’on voit mieux encore 
par la considération suivante. Il suit du théorème énoncé par Gauss dans la note au bas de la page 
218 des Visqnisitiones arithmeticae, que le nombre des décompositions en deux carrés d’un nombre 
i>‘.y est indépendant de l’exposant p, donc que 2^. N n’est décomposable en deiu carrés qu’ autant 
que l'est N. Soit donc N a’ é’. On peut évidemment faire abstraction des puissances paires de 
2 contenues dans 2'*, de sorte qu’ il suBit de considérer le nombre yin* + é’) pour comprendre tous 
les cas oit un nombre pair est décomposable en deux carrés. Or on a 

2(0» + = (O -H 4)» + (O — 4)» , 

et formant un triangle rectangle avec les nombres o-f4cta — 4,on obtient 
(O + 4P + (O - 4)> = 2(0» + 4») 

(U + 4)» — (0 — 4)» «= 2(2o4) 

2(o -P 4) (o — 4) = 2(0» — 4») 

c'est à dire un triangle dont les côtés sont doubles de ceux du triangle rectangle formé avec les nom- 
bres U et 4. Dans le cas que l’auteur a choisi pour exemple, onao = 2,4~l. 

Quant aux mots depuis « attendu que tout nombre pair » jusqu'i a et l’autre un nombre dont on 
peut extraire la racine a , ils renferment une assertion complètement fausse. Car les nombres pairs 
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34, 58, 90, 74, 106, 130 et une infinité d'autrei sont respectivement égaux aux sommes de deux car- 
rés 3' + 5>, 3*-f 7>, 3’-|- 9', 5> -I- 7*. 5’-|- 9>, Tv-i- 9», etc., cl cependant 34 — 1, 58- 1, 90— 1, 
74 — 1, 106 — t, 130 — 1 ne sont pas des nombres carrés. 



Nous avons trouve la me'tliodc pour conuaitre les hypole'nuses des triangles 
rectangles a côtes rationncisj (elle consiste en ce) que nous exiiminons un à un 
les impairs se suivant a partir de l’unité' d’aprfes l’ordre naturel, et que nous 
en employons (ceux) qui se divisent en deux carre's. Nous avons fait cela, et nous 
avons consigné (les nombres) qu’on emploie, dans une table dont l’ordre et l’ar- 
rangement exigent (cej)endant) que nous (y) con.signioiLS aussi, en même temps 
que les (impairs), les pairs qui se divisent en deux carre's. Quant ’a la formation 
de la table, elle est divisée en douze lignes suivant la largeur, et en dix lignes 
.suivant la longueur. 

Quant à sa construction, on écrit dans la première ligne suivant la longueur 
les nombres consécutifs depuis l’unité jusqu’au dix. On en multiplie cliacun par 
lui-même, et on écrit le pnrduit en regard dans la seconde ligne. On double 
ensuite cliacun (des nombre.s) qui (se trouvent) dans la seconde ligne, et on écrit 
les résultats suivant l’ordre dans la troisième ligne. Ensuite on pose ce qui est 
écrit dans la première des lignes de la largeur en commençant a partir de la 
troi-sième ligne suivant la longueur. Or (les nombres de cette première ligne ho- 
rizontale) se dépassent l’un l’autre des nombres impairs suivant l’ordre a partir 
du trois . (Les nombres) qui sont écrits dans la seconde ligne (horizontale) se 
dépassent l’un l’autre des nombres imjiairs suivant 1’ ordre à partir du cinq ; 
ceux qui sont écrits dans la troisième ligne se dépassent l’un l’autre des im- 
pairs .suivant l’ordre h partir du sept. Emsuite cela continue de cette manière, 
de sorte que les (quantités) dont .se dépassent l’un l’autre (les nombres) qui (se 
trouvent) dans la dixième ligne, qui est la dernière des lignes de la largeur, sont 
les impairs ’a partir de vingt et un. 

Quant aux (quantités) dont ces nombres se dépassent l’un l’autre relativement 
aux lignes de la longueur, (les nombres) qui (se trouvent) dans la seconde ligne 
se dépassent l’un l’autre des impairs suivant l’ordre ’a partir du trois; et (ceux) 
qui (se trouvent) dans les autres lignes se dépas.scnt l’un 1’ autre de nombres 
pairs. L’excédant (de l’un sur l’autre des nombres) qui (se trouvent) au com- 
mencement de la troisième ligne est six, puis (l'excédant suivant est) dix, puis 
quatorze; et ainsi de suite en augmentant de quatre en quatre jusi|u' à la lin 
de la ligne. L’excédant (de l’un sur l’autre des nombres) qui (se trouvent) au 
commencement de la quatrième ligne est huit; puis (l’excédant suivant est) douze, 
puis .seize, et ainsi de .suite en augmentant de quatre en <[uatre. L’excédant (de 
l’un sur l’autre des nombre.s) qui (se trouvent) au commencement de la cinquième 
ligne e.st dix; puis (l’excédant suivant est) quatorze, puis dix-huit, et ainsi de 
suite en augmentant de quatre en quatre. L’excédant ( de l’un sur l’autre des 
nombre.s) qui (se trouvent) au commencement de la sixième ligne est douze; puis 
(l’excédant suivant est) seize, puis vingt , et ainsi de .suite en augmentant de 
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quatre en quatre jusrju’à la fin de la ligne, l.e.s excédants continuent de cette 

manière dans les autres | lignes de la longueur. 

En vertu de cette comljinai.son sont produits dans les lignes de la longueur 
dont le nombre est pair a partir de la première ligne, des nombres pairs, et 
dans les lignes dont le nombre a jiartir de la première ligne est impair , des 
nombres impairs. Si d’un quelconque de ces nombres on retranche ce qui se 

trouve en regard de lui dans la première ligne, ce qui est uii carre', il reste 

un résidu qui est un carre'. Cliacuu des nombres <{ui se trouvent dans la table, 
est donc divise' en deux carrés. Celui qui veut continuer les lignes (de la table), 
pourra le faire, en vertu de ce que nous avons montre, jusqu’au terme qu’il 
voudra. Ces nombres s’étendent doue ’a rinfiiii. 

Voici cette t.nblc : 



l.cs mmibrc-s qui se divisent en deux nombres carrés. 


Les 

carrr.s. 


Les 1 
racines 


101 


82 


05 


50 


37 


20 


17 


10 


5 


2 


1 


1 ! 


125 


104 


83 


es 


53 


40 


29 


20 


13 


8 


4 


3 i 


153 


130 


109 


90 


73 


58 


45 


34 


25 


18 


9 


3 1 


185 


ICO 


137 


lie 


97 


80 


05 


52 


41 


32 


16 


4 1 


221 


194 


1C9 


14G 


135 


100 


89 


74 


61 


50 


25 


5 1 


2GI 


232 


2U5 


180 


157 


136 


117 


100 


85 


72 


30 


0 


305 


274 


245 


2|8 


193 


170 


149 


130 


113 


98 


49 


7 


353 


320 


289 


2C0 


233 


208 


185 


104 


145 


128 


04 


8 1 


405 


370 


337 


30G 


277 


250 


225 


202 


181 


102 


SI 


9 1 


4GI 


424 


389 


350 


325 


200 


209 


244 


22t 


200 


100 


!l) 1 



OBSERr.lTIOXS. 



Pour trouver tous 1rs nombres décoraposables en deu.x carrést l'auteur a recours à un n><»ycn qui, 
en venté, est infaillible; c'est d’ajouter le carré de chaque nombre entier successivement à lui-méme 
et au\ carres de tous les nombres entiers suivants, cl de dresser une table des résultats. Il a rt'conmi 
que cette table se construit facilement au moyen des dilTrrences, soit de colles des colonnes horizon- 
tales. soit de celles des cnhmncs verticales. En cITct, faisons altstraction, parmi les colonnes vertica- 
les, de celle t|ui contient les doubles des carrés, et appelons la premiVre celle dont le premier nom- 
bre est 5, la seconde celle dont le premier nombre est tO, et ainsi de suite, de sorte que la deruirre 
(uluimc verticale du tableau, dont le premier nonibrc est lOt, sera la neut’irme. Cela pr>sé, le 
nombre de la colonne verticale s'exprime ;>ar 

P' + ip + ï)*- 

La rlifTércnce de deux nombres contigus d’une meme colonne verticale sera 

(p + t)> + (P + Ÿ + 0* - P* “ Ip + ff)* =* 4p + 2, + 2 , 
et la diiïcrence suivante 

(P + + (P + -ip + I)*— (P + 7 + li’ = 4P + 2? + fi , 

de sorte que les différences deuxièmes SfUit constante.s et égales à 4. 

La dilTércuce de deux nombres contigus d’une meme colonne horizontale est 

6 



Digitized by Google 





— Ai 



P’ + (p + î + I)* — P* — {p 4- ff)’ =» 2p + + I , 

tt la différence suivante 

P' 4* (p + 7 + 2|> -P’— (p 4- y -I- 2p 4- 2? 4- 3 , 

donc les deuxièmes différences sont pareillement constantes et égales à 2. 

L'idée de l’auteur de se servir du tableau, construit comme on vient de le voir, pour trouver les 
nombres décrmiposables en deux carrés, offre certains avantages, notamment celui que le tableau con- 
tient tous ers nomt>re$ et n’en contient pas d’autres; en outre, si un nombre <*st déromposable en 
deux carrés de plusieurs manières, chacune de ces décompositions est donnée séparément par le ta- 
bleau; cnlin 1e tableau fail connaître immédiatement les deux carrés qui correspondent à une décom- 
position, l'un de ces carrés sc trouvant dans 1a colonne des carrés sur la même colonne horitonlalc 
que le iioiulire qu’il s'agit de décomposer, et l'autre carré étant la différence de ce nombre et du 
premier carré. Mais la table a rinconvénient de ne pas donner les nombres qui sont les sommes de 
deux carrés, suivant l'onlre de leur gramleur, de sorte que, |M)ur |)cu que le nombre proposé soit 
grand, U recherche devient assex longue parce qu'elle doit s'étendre sur un nombre considérable de 
colonnes. En outre, si ou veut sc servir du t.vblcau |K>ur en tirer les triangles rectangles primitifs, il 
offre encore l'inconvénient de ne pas exclure iiumédiatemcnt les décompositions n^4> b* oit a et é ont 
un facteur commun. Toutefois la manière dont le tableau est dressé, présente un moyen facile pour 
se debarrasser de ces décompositions. C'est de supprimer, à partir de la 3.* colonne verticale, dans 

chacune dVlIcs, soit dans la 7*^^, tous les nombres dont le rang, dans celle colonne, s'exprime par 
les facteurs premiers de 7 cl |wr les multiples de ces facteurs. 

En effet, soit un nombre N = <1* 4* «n en tirera le triangle rectangle a* 4" û’ — fr*, 2 ûé. Si 
ce triangle n'esl pas primitif, b‘s trois cétés auront un facteur commun 0, donc 
4 _ B = pj , iab v3 i 

les deux premières équations donnent 

2a’ = (\4-p)3, — pJJ, 

d'où H suit que, si les trois côtés ont un facteur commun autre que 2, ce facteur (ou sa moitié) sera aussi 
facteur comimin de et de 6^. Conséquemment, pour éliminer les triangles non primitifs, il est nécessaire 
et sulTisant de supprimer premièrement les hypoténuses paires (ce que l’auteur a fait en supprimant 
les colonnes verticales de rang pair, ou en ne les introduisant que i>uur le besoin de la construction 
de la table), secondement de supprimer toutes les décompositions 4* ip4~ 7)* où p et p -f- 7 , ou 
ce qui revient au même, où p et 7 auront un facteur commun. Il faut donc supprimer dans U co- 
lonne verticale de rang g tous les nombres dont le rang dans la colonne s’exprime par un facteur 
premier de 7. ou par un multiple d’un facteur premier de 7. Ainsi on effacera dans la 2^. colonne le 3.«, 
6.*, 9.* nombre etc, ; dans la 5.» colonne, le 5.*, 10.*, 15." nombre etc., dans la 15.» colonne, le 3.*, tî.«, 0.«. 
12.% 15.*, i8.« etc., puis le S-», 10.*, 20.*, 25.* etc. Lorsque celle opération, qui ressemble au pro- 
cédé d'Lratoslhène pour trouver les nombres premiers, est terminée, toutes les décompositions (|ut 
restent dans le tableau, ne donnent lieu qu'à dos triangles rectangles primitifs. 

Gauss a donné , dans les DùquùUiotut Arithmfticae^ le nombre des décompositions d' un nombre 
en deux carrés premiers entre eux. Cr|)cndant celte question (ainsi que le comporte le plan dos Dh- 
guisitianes) n'y est pas traitée isolément, mais de manière à se rattacher aux parties précédentes de 
l'ouvrage. Comme les présentes recherches ne s’adressent pas seulement à des géomètres de profession, 
mais aussi à d'autres érudits qui, tout en désirant se rendre compte du fond des problèmes histori- 
ques discutés ici, pourraient trouver pénible de remontrer de proposition en proposition rencbalnc- 
menl des lliéurics de radmirablc cor|>s de doctrine de Gauss, j'ai cru utile d'exposer en cet endroit, 
en me fondant sur des considérations et des démonstrations exclusivement élémentaires, de quelle ma- 
nière la décomposition d’un nombre en deux carrés premiers ou non premiers entre eux, dépend do 
la nature des facteurs premiers dont le nombre est composé. J'appellerai, pour abréger , décom{>osi- 
tion primitrrtf une décomposition en deux carrés premiers entre eux. Je n’aurai égard qu'aux décom- 
{>osilions réellement distinctes, et je ne compterai pas non plus les décompositions où l'un des deux 
carrés est xéro. 

1. .S'i un nombre nett compoer gue de facteurt prciNicrjt de h forme 4m 4* 1 cl tous di/frrents , ii 
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n'<ulmel que de* dreompotitiofu primisice*. Car si les ileux carrés d'une dccomposilioa avaient un fac- 
teur cuminun, il devrait être quadratique, donc le nombre donne aurait un facteur quadratique , ce 
qui est contraire à rhypolhêse. 

2- Si un nombre est composé , outre de puissances quelconques de nombres premiers de la forme 
4m 4- U auui de puissances paires d'un ou de plusieurs nombres premiers de la forme 4m + 3 , 
nombre nadmet que des décompositions non primitives, parce que les puissances paires des facteurs 
de la forme 4m -f- 3 ne sont pas Uécumposables en deux carrés. 

3. Vne puissance quelconque d'un nombre premier de la forme 4m + t admet toujours une décan- 
position primiticff et n'en admet qu'une. 

En effet, p étant un nombre premier de la forme 4m 4- t« donc p » a’ -f- 6^, où a et 6 premiers 
entre eux, si p* et p"** jouissent de la propriété que je viens d'énoncer, p"-^* en jouira également. 
Car soit «^4* la décomposition primitive de de sorte que 

p^i = (a* 4- + b^) = (a« 4- + (o,^ — » {au — 4* {a^ 4- fc*)* 

et supposons que ces deux décompositions de p^* soient non primitives, donc, en désignant le plus 
grandj commun diviseur des deux carrés de la première et de la seconde décomposition respective- 
ment par 4 et 4', 

au 4* bS Œ /J , au — 4^ =a 

aS — S3 mJ, 4 * ^ 

d’oü 

a(a> 4 - 6 >) « (of — , a(a' 4 - - {ar 4 . bs)i^ 

^(o> 4- 4>) « (bl 4- am)J , pja* 4- 4^) «» (ai — 4r)4'. 

Mais « et ^ étant premiers entre eux, cl a* 4~ ^ premier, il suit de ces équations 

^ = 4' ■= û5 4. 4^ 

donc 

«laaf — 4mc9ar4-4i 
? " 4< + ûm = ai — 4r 

et 

4- BS (o" 4- 4^^*^! (a* 4- 4- m’) =* (a’ 4- ^)(r» 4- O 

de sorte que (a^4'^)‘* admettrait les deux décompositions primitives 4*4~ + ce qui est 

contraire à rhypothêse. Il faut donc que l'une au moins des deux décompositions de dévelop- 
pées ci-dessus soit primitive. 

I! reste encore à démontrer qu'elles ne peuvent pas être primitives toutes les deux. Or, soit y’ + ^ 
l'unique décomposition primitive de p", 4~ l'unique décomposition primitive de p^****; et suppo- 

sons que p"'*'3 admette deux décompositions primitives. Évidemment celles-ci ne peuvent provenir que 
de la combinaison de t»? 4 * avec a’ 4~ * car les autres décompositions de p^^, toutes non pri- 

mitives. ne sauraient engendrer une décomposition primitive. Pour la même raison les deux mêmes 
décompositions primitives de p^- devraient être celles qu'on obtient par la combinaison de 7 ^ + ^ 
avec (a^ — 4^)^ + (2a4)’. Ainsi il faudrait que les deux décompositions 

{au 4- 4^)" 4- {ap — bu)\ {au — 4^)’ 4- (a? 4- 4«)> 
fussent identiquement les mêmes que 

([ o* — 4* ] 7 -f- 2a4^^" 4- ^ — 2a4vP, ([o’ — 4^] 7 — 2o44)^ 4" ([**’ — ^*3 ^ • 

Cependant pour que deux décompositions 

ÿ>4-^^ t^4-fc^ 

d’un nombre soient identiques à deux autres décompositions du même nombre 

»?4-V 

il faut qu'un des huit systèmes suivants puisse avoir lieu 

I) 9 = Ji . * = *i . •' = «I . * = *, • 51 9 =• <i . A = *i . «■ “ 9 i t A »■ A , . 

21 9 =* 9i > A =. A, , « ■= A, , A .= i, . 6) 9 = », . A = A, , 1 = A, , k — g ,, 

3) j^sAji A = ÿi* AoA|, 7) 9**Aif k ^ , ^“9i. A = A|. 

A) 9 = A[, a ■== 9, , «=A, , A . 8) Q’^ki, k^i^, 1 = A, , k^g,. 
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Mais on vérifie aiscmrnt qu'aucun de ces systèmes n'est compatible avec les hypothèses admises- 
En effet, le système I. donne dans notre cas 

o« + 6^ *■ (a* “ è’) y + îoM ok — (a* — • 6’) y — 

— fca RS (fl® — 6®] J — 2ofry -f- 6ot = (o® — è®) 4 + Jûèy 

d’où 

2fl« = î (a® — 6®) y, 2fl^ « 2 (a® — 6>) 4 

donc 



ce qui est impossible parce que d'un côté « et (9 s<mt premiers entre eux, de même que y et 4, tan- 
dis que d’un autre côté on ne peut pas avoir « » y, {9 n 4. 

Le système 2. donne 

an -f. =s (û® — fts) y ^ 2 oô 4 aa _ 5(9 n (a® — 6®) 4 + înôy 

— b* — (fl® — ft’J 4 — 2flèy n5 + i» « (o® — fr®) y — 2flW 

d'où 

(û + ^) (« + |3) * « (fl’ - (fl - ô) (« + |5) « 2(a® - 6®)4 

dune 

2-+-5 = ‘ 4 ; 

fl — 6 4 

niais puisque o et 6 sont premiers entre eux , fl + ^ fl — ô , ne pouvant être pairs , ■ cause de 

fl®^ è® a 4m + 1, sont également premiers entre eux; et comme en même temps y et 4 sont pre- 

miers entre em, il s’ensuivrait 

y=so + 6, 4sa»a — 6; d’oU y® -4“ 4® = 2 (a® 4* ô’) ou p' « 2p 

ce qui est absurde. 

D’une manière semblable le système 3. conduit à la conséquence 

fl + * ^ . 

^-^=-.doup*-îp. 

et le système 4. à la conséquence 

a 4 
f * 7* 



Enfin les systèmes 5. C. 7. 8. produisent suivant l'ordre les mômes résultats que i. 2. 3. 4. respec- 
tivement. 

Il est démontré par conséquent que, si p* et admettent une décomposition primitive et n'en 
admettent qu'une seule, il en est de môme de p^*; or, les deux premières puissances de p admet- 
tant chacune une décomposition primitive et n'en admettant qu'une seule, savoir ps a®^ è® et 
P® B (a®~ è®)® 4- (2fl6)®, ü s'ensuit que la môme chose a lieu pour toutes les puissances de p. 

4. De la démonstration précédente on conclut en môme temps le nombre total des décompositions 
tant primitives que non primitivc-S d'une puissance donnée de p, soit p . Car chaque puissance de p 
n'admettant qu'une seule décomposition primitive, il est facile de voir quelles sont les décompositions 
non primitives de p^. Evidemment on les obtiendra toutes en multipliant par p® les deux carrés de 
ta décomposition primitive de p , par p' les deux carrés de la décompusîtion primitive dep^"^, et 
ainsi de suite ; de sorte que p* admet, outre sa décomposition primitive, décompositions non 
primitives si I est impair , et -y- si X est pair. Par conséquent le nombre total des décompositions 
de p^ est si X est impair, et - si X est pair. 

Soit maintenant p^ multiplié par la puissance p7 d’un autre nombre premier delà fumie 4m + t- 
Attendu que le produit de deux sommes de deux carrés donne lieu à deux décompositions en deux 
carrés, et que, si l’une des deux puissances est paire , il faut avoir égard aux décompositions qui 
résultent de la multiplication de cette puissance môme, qui est un carré, par toutes les décompositions 

de l'autre puissance, le nombre total des décompositions du produit p . pf sera 
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2- ^ + 1) (p + 0 81 X et }* sont impairs, 

2 ^ (X + I) (p + I) si X est impair cl p pair, 

*■ i ■ ^ + ~ Y^ + O si i Mt pair et p impair. 

^ * 2 + i + 2 ” 5 *^ "^ ** ****^ *^ ~i ^ f* P®‘”' 

El par les mêmes considérations on volt que le nombre total des décompositions du nombre 
^ * Pi ‘ Pa * * * * • « où P , P, , P, sont des nombres première de la forme 4m -f* | , est 

j + l)(p + ll{» + I) . . . excepte lorsque X, p, v, . . . . sont tous paire , et que dans ce dernier 
cas le nombre des décompositions est | (X -f- t) (p + I) (y H* t) • • • • — 

S. Soient T et U deux nombres premiers ou non, mais premiers entre eux et admettant chacun 
une ou plusieurs décompositions primitives, de sorte que 

T « + B\ U « C' + D» 

où A et B , C et D premiers cotre eux. On aura 

TU == (AC + BD)» + (AD - BC)» - (AC — BD)> + (AD + BC)» 
et je dis que ces deux décompositions sont primitives. Car supposons le contraire, et soit 
AC+ BD«Pa, ad— = 

on aura 

A(C» + D») «> (CP + DQ)4 
B(C» + D»| = (DP — CQ)A 

et, A et B cUnt premiers entre eux, il faudra que 4 soit diviseur do U. Eu même temps 

QA» + B>) «a (AP - BQ)4 
D(A» + B») = (BP + AQ)A 



et, C et D étant premiers entre eux. il faudra que 4 soit diviseur de T. Les nombres T et U auraient 
donc un facteur commun contrairement à l'hypothèse, d’où il suit que la première décomposition de 
TU est primitive: et de la même manière on déizK>Dtrc que la seconde l’est également. 

On conclut de là et du N! 3 qu'un nombre coaiposé dapuwancci çuelconquee de n nomèret premieri 
fU (a forint 4m + 1 admet 2^* déromposiltoiu prtmiftur/. 

6. Si un nombre contient comme facteur une puissance de 2 supérieure à la première, il u’admet 
aucune décomposition primitive, parce que les puissances paires de 1 ne se décomposent pas du tout 
en deux carrés, et que les puissances impaires de 2 ne se décomposent q'en deux carrés égaux. Si 
le nombre contient le facteur 2 à la première puissance seulement, il admet autant de décumpusilions 
primitives que son quotient (>ar deux; on les aura en remplaçant chaque décomposition primitive 
a» + fr» de ce dernier par (a + b)* + (o — Mais, ainsi que nous Tavoiis vu dans les observations 
précédentes, aucune de ces décompositions ne peut donner lieu^ un triangle rectangle primitif. 

Je fais observer encore que les nombres du tableau ci-dessus sont exprimés , dans le texte manu- 
scrit, au moyen des lettres numérales- 



Le premier (nombre) impnir que nous trouvions dans la table, lequel c.st s, 
se divise donc en deux parties dont on peut extraire la rarinc, car ce qui (se 
tmuvc) en regard de lui dans la seconde ligne (verticale) est i, et lorsqu'on re- 
tranche cela du (cinq), il reste 4; or i, 4 sont deux parties dont on peut extraire 
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lü racine. On trouve le 5 iiprè.<; un impair, a savoir trois, à partir de l'unitc' 
qui est le premier des impairs. 

Knsuitc 13 se divise dans ce qui se trouve en regard de lui dans la seconde 
ligne, à savoir 4, et dans ce qui reste, lors(]u'un retranche du (treize) 4, ce qui 
est 9. Et 13 (se trouve) après trois impairs a partir du s, qui sont ï, 9, il. 

Ensuite I7 .se divise en ce qui se trouve en regard de lui, a savoir l, et en 
re qui reste, lorqu’on en retranche i, a .savoir lo. Et |7 (se trouve) après un 
impair à partir du 13, lequel est is. 

Ensuite 23, apres trois impairs, qui sont ta, 21 , 23, .se divi.se en 9, 16 . Ensuite 
29, après un impair, se divise en 4, 25. Ensuite 37, après trois impairs, se divise 
en I, 36. Eicsuite 41, après un impair, .se divise en le, 25. 

Ensuite (ipiant a) 4g, après trois impairs, nous trouvons qu’il ne se divi.se pas 
en deux parties dont on puisse extraire la racine. 

Ensuite 53, après un impair, se divise eu 4, 49. Ensuite 61 , après trois im- 
pairs, se divise en 25, 36. 

Ensuite 6.5, après un impair, se divi.se en t, 64, et se divise aussi en 16, 49. 
C’est pour(|uoi cet impair sous-tend deux triangles diHérents. 
fol. 88 ifrjo. Ensuite 73, après trois impairs, | .se divise en 9, 64. 

Ensuite (quant à) 77, après un impair, nous trouvons qu’il ne se divise pas 
en deux parties dont on puisse ejitrairc la racine. 

Ensuite 85, après trois impairs^ se divise eu 4, si, et .se divise aussi en 36, 49. 
C’est pourquoi il sous-tend deux triangles difTcVcnts. 

Ensuite sg, après.un impair, se divise en 25, 64. Ensuite 97, après trois impairs, 
se divise en 16,81. Ensuite loi, après un impair, se divise en l, loo. Ensuite I09, 
après trois impairs, se divise en 9, 190. Ensuite ii3, apres un impair, se divise 
en 49, 04. 

Ensuite 117, apres un impair, se divise en 36, 8l; car ce (nombre) devient comme 
le commencement, à la manière du cinq qui est le premier impair qui .se divise 
en deux parties dont on peut extraire la racine, (et qui .se trouve) après un im- 
pair à partir de 1’ unité , laquelle est le premier des impairs. 

Ensuite 125, après trois impaii-s, se divise en 25, lOO, et aussi en 4, I2l. C’ast 
pourquoi il sous-tend deux triangles diHérents. 

Ensuite on continue à ojiérer d’après cette méthode évidente en allant dans 
. les (nombiT.s) impairs jusqu’à l’inGni. 

La raison de cette manière d’avancer tantôt d’un impair et tantôt de trois 
impairs, s’explique par ce (|ui est uoté dans la table. 

Si (dans) cette manière d’avancer (on) arrive à un (nombre) impair qui devrait 
se diviser en deux carrés, et qui ne se divise pas (de cette manière, on) arrive 
ensuite à un (nombre) impair peu éloigné du (premier), qui, par compensation, 
•SC divise en cfuatre jmrtics dont on peut extraire lu racine, .\insi, après que 49 
ne .s’est pas laissé diviser, 05 se divise ensuite eu quatre parties dont on peut 
extraire la racine; et après 77, qui ne se divise pas, 85 se divise en quatre parties 
dont on peut extraire la racine. 
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OnSERVATIOSS. 

En prenant les nombres contenus dans le tableau, suivant l’ordre de leur grandeur, aûn de les dé- 
composer un à un en deux carrés par les moyens c]ue le tableau offre pour cctlc o|>cralion, l’auteur 
s’aperçoit qu’entre deux noinltrcs successifs sont compris aiternativemeot un et trois nombres impairs. 
Mais méconnaissant la véritable loi de cette propriété, à savoir qu'elle est invarialHe et continue il 
avoir lieu de la même maniéré jusqu’à l'infini, l’auteur se fourvoie, et arrivé au nombre lt3, au lieu 
de passer de là à 121 en sautant trois im|>airs, croit voir dans le nombre 117 le commencement d’une 
nouvelle série semblable à celle qu'il vient de considérer, et qui s’étend depuis 5 jusqu'à 113. La nou- 
velle série serait donc 117. 125, 12'J, 137, 141, 14V. 153. 161, 165. 173. etc., au lieu de 121 , 125, 
133. 137, 145. 14V, 157, 161, 16V. 173, etc., et ne renfermerait pas les nombres 145. 157, 16V, 181. 
193, 205, etc., qui sont décomposabirs en deux carrés. L’erreur de l’aiiteur est d’autant plus singu- 
lière que ces derniers nombres se trouvent encore dans la partie du tableau des nombres décomposa- 
bles en deux carres qu’il a dressée lui-méme. et que l'on a vue ci-dessus. 

I/auteur dit que la loi de la série se manib'ste par les nombres même contenus dans le tableau , 
mais cette raison est insunUsantc; car en procédant comme il le fait, l’auteur passe le nombre 45 qui 
cependant figure dans le tableau. Il est vrai que ce nombre n'est pas hypoténuse d’un triangle pri- 
mitif mais cela nVmpécherait pas l'auteur de l'admettre , ainsi qu’on le voit par les décoiupositioDS 
1I7=(3. 2P+(3. 3)^ et 125 == (5. + (5. 2)>. 

En somme l’auteur ne parait pas avoir bien approfondi ce point; cl si on se rappelle la netteté et 
la justesse avec lesquelles fauteur du fragment anonyme $' exprime dans le N? 3 de ce fragment oü 
il traite le même sujet , on ne peut pas manquer d’ètre frap(>é du contraste que ce numéro présente 
avec tes méprises et inadvertances que l’on vient de voir commettre à l’auteur du présent traité. 

Mais cette circonstance me semble confirmer ce que j’ai dit ci-dessus à la lin des observations 4 
(pag. 8), à savoir que le fragment anonyme fut cum|»usé probablement vers le milieu ou dans le troi- 
sième quart du siècle de notre ère. En elTet , en lisant la suite du présent traité on ne pourra 
méconnaître l’unifurmilc que présente en général la marche süiWc dans l’exposé de la théorie des trian- 
gles rectangles numériques tant par l’auteur du fragment anonyme que pr Aboû Dja’far Mohammed 
Ben Allioçaln, uniformité qui |>araU indiquer une certaine tradition d’école, un certain cadre commun 
qu’il était d’usage de remplir, en enrichissant d'ailleurs le sujet d'autant d’observations ou de décou- 
vertes originales que possible; Eu égard à ces points de ressemblance qui doivent nous porter à ad- 
mettre qu’il existait des rapports plus ou moins suivis entre les savants qui cultivaient les mathéma- 
tiques en Orient, il est peu vraisemblable que, un des points principaux de la théorie en question, tel 
que la série (|ui contient les hypoténuses des triangles rectangles primUifs, ayant été une fois neltr- 
ment énoncé et dèflni, on ait pu longtemps après tomber encore dans des incertitudes et des erreurs 
au sujet de ce même point. Or, on a vu qu’il y a quelque raison de croire que le présent traité fut 
écrit dans la dernière moitié du X.” siècle ; je suis donc disposé à penser qu'il faut placer la com- 
|>o$iliun du fragment anonyme à |icu près à la même époque, ou peu avant. 

Je fais observer encore i{ue les nombres qui sont exprimés ci-dessus cl qui seront èxprimés dans 
la suite de la présente traduction au moyen de nos chiffres modernes , sont exprimés dans le texte 
manuscrit \mr les lettres numérales. 



^^)us proposcruns (maintenant) des exemples (fondes) sur ce (cpii pr^ebde) pour 
faciliter l*inte!ligcncc de ce ((pii concerne la formation des triangles rectangles). 

^’üus commençons par le nombre s parce qu’il est le premier (nombre) impair 
qui SC divise en deux parties ilunt on peut extraire la racine. Ce .sont, comme 
nous l’avons dit, t, 4. (Nous fondons) noire ope'ration .sur (cette base) (|ue 5 soit 
la sous-lcndaute de l’angle droit d’un triangle. Nous prenons les racines des 
deux parties; ce sont lui et deux. Nous multiplions leur somme par leur düTe- 
rcncc; (le re.suUat) est trois, et cela est l’un des deux (autres) côtes, ainsi (|uc 
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nous l'avons dcinontrè dans cc qui précède. Nous multiplions (ensuite) l’une des 
deui racines par l’autre (prise) deux fols, ot le produit est le second côte. 

Au nonihre 5 succède le nombre ta. Scs deux parties dont on peut extraire 
la racine, sont quatre et neuf, et Icuis racines deux et trais. Nous multiplions 
leur somme jiar leur diflerence, (le produit) est cini[; et tious multiplions l’iine 
jiar l’autre (prise) deux fois , (le produit) est douze. I.’liyjx)ténuse du triangle 
est donc ta, et ses deux (autres) eûtes s, 18 . 

Quant à I7, ses deux parties dont on jwut extraire la racine sont un et seize, 
le produit de la somme de leurs racines par leur dinërcncc est quinze , et le 
produit de l'une des deux racines par l’autre (prise) deux fois est huit. Les deux 
(autres) cûte's du triangle dont l’Iijjtote'nuse est 17, sont donc 8, is. 

A i:cla succède ensuite 85 dont les deux parties dont on jieut extraire la ra- 
crinc sont neuf et seize. Le produit de la somme de leurs racines par leur dif- 
fe'rcncc est sept, ce qui est l’un des deux (autres) côtes du triangle; et le pro- 
, duit de l’une des deux racines par l’autre (prise) deux fois, qui est le second 
côte', est vingt quatre. 

Ensuite (vient) 8S. Ses deux jrarties dont on peut extraire la racine sont (juatre 
et vingt cinq, et leurs racines deux et cinq. Le produit de leur .somme parleur 
fol. 80 recto. difTc'rencc, laquelle est trois, est vingt un ; et le produit | de runc des deux 
(racines) par l’autre (prise) deux fois est vingt. Ces deux (nombres) sont les deux 
(autres) côte's du triangle dont l’bypote'uusc est 89. 

Si l’on opère de la môme manière sur les (nombres) impairs suivants qui se 
divisent chacun en deux jiarties dont on peut extraire la racine, il résulte de 
37 un triangle dont les deux (autrc.s) côtc's .sont 18, 35; de 4i un triangle dont les 
deux (autres) côtés .sont g, 4o; de 53 un triangle dont les deux (autres) côtés sont 
88, 43; de 01 un triangle dont les deux (autres) côtes sont il, GO. 

Quant a 03 qui est le (nombre) impair qui se divise en quatre parties dont 
on J)cut extraire la racine, les deux premières de ces (parties) sont un et soi- 
xante quatre, leurs racines un et huit, le produit de la .somme de celles-ci par 
leur dilTcrcncc est .soixante trois, et le produit du double de l’une d’elles par 
l’autre .seize. Les deux autres parties sont seize et quarante neuf, le produit de 
1a somme de leurs racines par leur différence est trente trois, et le produit du 
double de l’une d’elles par l’autre cinquante .six. Coaséquerament soixante cinq 
est hypoténuse de deux triangles dont l’uu a jiour .se_s deux (autres) côtes 03, 
16, et l’autre 33, s«. 

De la même manière se fait l’opération pour les autres (nombres) impairs qui 
SC divisent en deux ou en plusieurs parties dont on peut extraire la racine. 

OttSERV.iTIOX. 

I.’auleur fait usage du théorème qu’il a détuonlré ci.des$us dans la seconde de scs pruposilinns 
|tréliminairrs , pour construire les triangh's rcctaugics en nombres entiers qui ont pour hypoténuses 
respccliTeuient les nombres S, 13, 17, 83, 89, 37, 41, 53, 01, 03, en formant pour chaque décompo- 
sition o’ + 6* d'une hypoténuse les quantités (o i)(a — 4) et 8a4 qui donnent les deux calhcles. 
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Comme les triangles engendres par ces (nombres) impairs sont les premiers et 
les souches, les côtes d’aiicuii de ces triangles n'ont de facteur commun avec 
les côtés d’un des antres. Mais quant aux triangles qui sont dérivés de chacun 
de ceux-là, ce sont tles triangles tels que les côtés de chacun d’eux .sont des 
multiples postérieurs des côtés du triangle qui est le (triangle) primitif. Tels 
sont le triangle dont l’hypoténuse est dix, et les deux (autres) côtés six, huit ; 
et le triangle dont l’hypoténuse e.st deux et demi, et les deux (autres) côtés un 
et demi, doux. Ces deux (triangles) font partie des (triangles) dérivés du triangle 
(s, 3, 4) qui précédé, et leurs côtés ont des facteurs communs les uns avec les 
autres. C’est poun|uoi il est inutile d’opérer sur les (nombres) pairs. Car si on 
a produit le triangle relatif a l’impair, on a priKluit par là le triangle relatif 
au [>air qui vient à .sa suite. 

OBSEttrATlOSS. 

L'autfîiir iutroduit ici la notion des triangles rectangles dérivés par opposition aux triangles rectan- 
gles primitirs. l/em|<lvi du ternie a priinilir n (auMcn/f) dans le passage ci-dessus, et drjli précédemment 
pag. 39, lig. 17, mérite d'étre remarqué, le terme emidoyé haliituellcment dans le fragment anonyme 
dont la traduction précède, étant « triangle souche, » (or/). Je fais observer, en outre, que les der* 
niers mots du passage ci-dessus ‘ « le triangle relatif au pair qui vient à sa suite » {comparer pag. 
39, iig. T) , signifient: « le triangle ayant une hypoténuse paire et dérivé du triangle à hypoténuse 
impaire a, et que, pour désigner le triangle dérivé, l'auteur du présent traité se sert le plus souvent 
du terme tdhi' qui signifie littéralement a suivant a, mais que je traduirai dans la suite par a dérivé ». 
Le terme propre pour exprimer a dérivé » est /itr'an ou mu/'rod'on. 

L'auteur dit que les triangles rectangles engendrés par a ces nombres impairs » sont primitifs. Si 
l'on n'entend par a ces nombres impairs » que strictement les nombres 5 , 13, 17 etc. jusqu'à 65, 
considérés dans le passage précédent, cette assertion est exacte. Mais comme l'auteur ne dit rien des 
impairs qui donnent lieu à des triangles rectangles non primitifs, on est tenté de lui supposer la pensée 
que tous les nombres impairs qui restent dans le tableau prO|iosé ci-dessus (pag. 41), après qu'on y a 
supprimé les colonnes (uiires, donnent lieu à des triangles rectangles primitifs. Ce serait une erreur, 
ainsi qu'on a pu le voir par les explications relatives à ce point, contenues dans des obsenations pré- 
cédentes. 

Ce que nous avons exposé préce’ilemmcnt , a ouvert aussi la route qui 
conduit à la connaissance de ces triangles sans la connaissance (préalable) des 
hypote’tiu.scs, mais au moyen des nombres se succe'dant à partir de l’unité' .suivant 
l’ordre naturel. Proposons donc une partie de ces nombres (ordonnc's) de cette 
maniéré : f, s, 3, 4 , s, 6, 7, 8. Le premier et le second de ces (nombres) .sont 
les racines des deux parties (i et 4) du cinq qui est la premiàre des liypotc'mises. 
Le second et le troisième sont les racines des deux parties du treize. Le troisième 
et le quatrième sont les racines des deux parties du vingt cinq. Et de cette ma- 
nière deux quelconques de ces nombres, amtigus suivant cet ordre, sont les ra- 
cines des deux parties d’une des hypote'nuses ci-dessus mentionnées. Conséquem- 
ment le jiruduit de la somme de deux quelconques de ces nombres contigus l’uii 
à l’autre, par leur dilTérence, est un des deux côtés (comprenant l’angle droit) 
d’un des triangle.s qui sont les souches. Le produit de l’un des deux (nombres) 
par l’autre (pris) deux fois est l’autre côté; et l’hypoténuse du (triangle) est la 
somme des carrés des deux nombres, parce que ceux-ci sont égaux aux racines 
des deux parties de l’hypoténuse. 

7 
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l’ar exemple, le produit de la somme (des nomhres) ),sdc la suite proposée, 
par leur dilldrence, est trois; le produit de l’un des deux (nombres) par l'aulre 
(pris) deux fois, i|uatrcj le j>roduit de i par lui même un, le ponluit de i j>ar 
lui— même quatre , et la somme des deux (produits) cinq. Le premier triangle 
fol. 89 cn-jo, vient donc d’ôtre produit | au moyen de t, î qui occupent la place de deux nom- 
bres contigas. 

Par une ojiei'ation .semblable il résulté de î, 3 le triangle dont riiyjMildnuse 
est 13 et les deux (autres) côtds 5, i2; de 3, 4 le triangle dont l'hypolenusc est 
35 et les deux (autres) côtés 7, 24 ; de 4, s le triangle dont 1’bvpoténii.sc est 4l 
et les deux (autres) côtés 9, 40 ; de 5 ,'b le triangle dont l’IiyjKrténu.sc est ci et 
le.s deux (autres) côtés tt, 60. Et de la même manière il résulte, au moyen de 
cette opération, de tous les nombres contigus, pris deux a deux les uns apres 
les autres, d’autres ( triangles rectangles ) dont les plus petits côtés seront les 
nombres impairs suivant l'ordre, a partir du premier impair qui est trois. 

Lorsque les deux (autres) côtés d’un triangle (rectangle) ont été produits au 
moyen de deux nombres contigus, la connai.ssance de son hypoténuse (peut être 
obtenue) de trois manières. L’une de ces (manières consiste en ce) que l’un ad- 
ditionne les carrés des deux côtés et que l’on prend la racine de la somme, ce 
qui est une méthode générale pour trouver l'hypoténuse de tout triangle rectangle; 
et cela est évident. La .seconde manière (con.sistc) à prendre la dilfércncc des 
deux nombres, k la multiplier par clle-mômc, et a ajouter le (produit) au côté 
qui est pair. .Mors (le résultat) sera l’hypoténuse parce e|ue l'excédant de l’hy- 
poténuse sur ce côté est (le carré de) la dilTércnre des deux nombres au moyen 
desquels ont été produits les deux côtés du triangle. La troisièmc'(manièrc con- 
siste) 'a multiplier le plus petit des deux nombres par lui-môme , a doubler 
ce (|u’on obtient, et à ajouter (le résultat) au côté qui est impair. 11 en résulte 
riiy|)oténasc parce que l’excédant de l’hyjioténusc sur le côté qui est impair , 
est égal au ilouble du carré du plus petit des deux nombres. C’ est ce que 
nous avons déjà démontré dans les théorèmes que nous avons proposés (d— 
de.ssus). Par exemple (dans) le premier triangle l’hypoténuse, qui est cinq, dé- 
passe le côté qui est quatre, du carré de l’unité qui est la dilTérencc entre l, 

‘ 3; et dépasse trois du double du carré du plus petit des deux nombres qui 

est un. 

OBSERTATIOS. 

Nom arons déjà tu, dans tes observatioas relalivea au NT 8 du fraient anonyme (voir cislesaua , 
pag. tl), que le triangle 

[2m -I- tP -è [2m(m -f- !)]> = [m’ -|-(m i)’]» 

formé au moyen des nombres melm-f- f, est toujours primitif. On voit aussi que le plus petit cdté 
3m q- 1 prend successivement pour valeurs tous les nombres impairs, pendant que m prend |Miur va- 
leurs tous les nombres entiers. Quant aux trois manières de trouver l'hypoténuse, il est évident que 

1) m' -I- (m -è t)> = y'QXm -h I ]= -p [2mlm + 1 1]’ 

2) m>-f (m-p tP = [(m-H)-mp-|-2»i(m-H) 

3) m>-|-(m-H)> = 2m’-K2m-f t(. 
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La proposilion 5 laquelle l'auteur fait allusion, est le 3.* de ses théorèmes préliminaires (voir ci-des- 
sus, pag. 38, lig. 13 à dernière). 

(Klaiit proposes les trois nombres) t,î, 3; si l’on en multiplie le premier par 
le troisième, il résulte l’un des deux côtc's (comprenant l’angle droit) du premier 
triangle; et si on additionne (les mêmes deux nombres) l’un 'a l’autre, il résulté 
l’autre côté. 11 existe donc une troisième méthode de trouver ce triangle. Et comme 
il est indilTérent que l’on additionne les deux (nombres) extrêmes, ou <|ue l’on 
multiplie le (nombre) moyeu par deux; attendu que le moyeu de trois nombres 
consécutifs quelconques est la moitié (de la somme) des deux extrêmes: le jiro- 
duit de 2 par deux est égal a la somme de t , 3 qui est l’un des deux côtés 
(comprenant l’angle droit). 

L’opération d’après cette méthode pixxluit des triangles à côtés rationnels qui 
sont en partie primitifs, et en partie dérivés. Le triangle primitif est celui (|ut 
est produit, lorsque l’un des deux extrêmes des trois (nombre.s) est pair et l’autre 
impair («c); et s’ils sont tous les deux pairs, le triangle qui est produit , est 
dérivé d’un triangle qui précède. 

Par exemple, (étant propo.ses), l, 3, 4; si l’on mulliplic le premier de ces (nom- 
bres) par le troisième, (le produit) est un des deux côtés (comprenant l’angle 
droit); et si ou les additionne l’un a l’autre, ou que l’on multiplie 3 par deux, 

(le résultat) est l’autre côté. Or, chacun de ces deux côtés est le double du côté 
corrcsjiondant du triangle précédent, qui est produit au moyen des (nombres) 

I, s; car le trois mesure le six, et le quatre mesure le huit; les côtés des deux 
triangles ont donc un rapport commun. 

Mais quant k 3, 4, S; si le premier de ces (nombre.s) est multiplié par le troi- 
sième, on aura l’un des deux côtés (comprenant l’angle droit) du troisième triangle, 
a savoir de celui dont l’hypoténuse est 17. Et si on les additionne l’un à l’autre, 
ou que l’on multiplie le (nombre) moyen par deux, on aura l’autre côté. 

Si les nombres (proposés) sont 4, s, 6, le produit du premier par le troisième 
K.st 24, et leur .somme, ou le produit du (nombre) moyen par deux, lo. Chacun 

de ces deux (résultats) est le double | du côté correspondant du triangle pré- fol. oo rerlo. 

cèdent qui est produit au moyen de 3, 4, 5 (?). Si les nombres sont s, c, 7, il 

en résulte, par cette opération, le triangle dont l’hypoténuse est trente sept. Si 
les nombre.s sont 6, 7, 8, il en résulte le triangle dont chacun des deux côtés (com- 
prenant l'angle droit) est double du côté correspondant du triangle résultant de 
s, 6, 7 (?). Ensuite cela a lieu de la même manière pour trois nombres consécutifs 
quelconques des (nombres) suivants. 

Si l'on connait les deux côtés (comprenant l’angle droit) d’un triangle produit 
au moyen de trois nombres consécutifs, pour (obtenir) la connaissance de l’Iiy- 
potéiimse on aura 'a examiner. Si l’un des deux côtés est pair, et l’autre impair, 
on multijdie le premier des trois nombres par lui-même, et on ajoute le pn>duit 
au côté (|ui est ]>air; ou on prend la dilTérencc entre le premier et le troi.sièrac 
(nombre), et un l’ajoute au côté qui est impair. Il résultera l’hypoténuse. Nous avons 
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nieiitionne dans cc qui précède la manière de connaître (t'hypotcniisc) par la mé- 
thode generale. 

OBSERVÀTloyS. 

On trouve ii-<lcssus, d«ns les observations au N? 0 du fragment anonyme (voir pag. 12)» quelques 
remarques concernant la formation des triangles rectangles en nombres entiers au moyen de trois nom- 
bres entiers consecutifs. 

L’auteur du présent traité commet ici deux nouvelles erreurs. La première pourrait o’ètre qu' un 
simple taptuê catami. C’est lorsqu’il dit que le triangle sera primitif, si le premier des trois nombres 
est pair et le troisième impair» au lieu de dire: si le premier et le troisième nombre sont impairs. 

La seconde erreur consiste en cc que l’auteur parait croire que, lorsque des trois nombres m — I» 
m, m -f 1 on a déduit un triangle non primitif , m étant impair , 1rs cdtés de ce triangle sont dou- 
bles de ceux du triangle que Ton déduit par la même opération des trois nombres m— 2» m— 1» m. 
Non seulement on vérilie immédiatement que cette assertion est fausse pour les triangles déduits des 
nombres 4, 5» 6 et 6, 7, 8 dont les cdtcs seraient» d’après l'auteur, doubles de ceux des triangles dé- 
duits des nombres 3 » 4 » 5 et 5, 6» 7 respectivement: mais on voit même qu'il n'existc qu’un seul 
triangle diduil de la manière ci-dessus de trois nombres consécutifs, dont les cotés soient doubles d*un 
autre triangle déduit de trois nombres consécutifs. 

En effet» les deux cathèles du triangle rectangle déduit des nombres m — i» m» m-f 1 sont 
2m; et si le triangle est non primitif parce que m est impair, de sorte que m 2u 1, ces deux cathèles 
s’expriment par 2(2.u' + 2u) » 2(2fi 1). Si les moitiés de ces cathèles sont égales aux cathèles d'un 

triangle déduit des trois nombres consécutifs m' i, m', m' -f- 1, on aura 

— I = 2f* + I , 2m' « 2plp + I) 

d‘où 

«'fi = 2 : 

et, corne m' > p » il n'existc qu’une seule solution en nombres entiers : (* s | » m' « 2: c’est à dire 
que les cdtés du triangle déduit des nombres 2,3,4 sont doubles des cdtés du triangle déduit des 
nombres i, 2, 3. 

Du reste le copiste du morceau (probablement le géomètre Ahmed Ben Mohammed Ben A.Ik 1 Aldjalll 
Alsidjxl) a hésité à l’endroit où l’auteur dit que le triangle déduit des nombres 4, 5. G a les calhetes 
doubles de celui déduit des nombres 3, 4, 5; il a commencé par rayer, dans 3, 4, 5, le nombre 4; 
mais s'apercevant probablement que c’était une erreur de l'auteur lui-méme , il, n'a pas fait d'autre 
changement. 

Je fais observer aussi que déjà dans la phrase : « et s’ils sont tous les deux pairs, le triangle qui 
est produit, est dérivé d’un triangle qui précède » , le texte poKe littéralement: « est dérivé du trian- 
gle qui précède. » Mais l'article arabe n’ayant pas toujours la même force déterminante que notre 
article déterminé» il y avait lieu do traduire de manière à ne pas faire énoncer à l’auteur une erreur. 
Uni qu’il n’était pas évident qn’il s’était trompé. 

On a vu déjà à une occasion précédente que l’auteur du présent traité est bien inférieur , comme 
géomètre , à l’auteur du fragment anonyme. Aussi cc n’est pas sa valeur comme mathématicien qui 
m’engage à donner la présente traduction de son écrit, mais la circonstance que ce traité sert à com- 
pléter à divers égards le fragment anonyme; qu'il montre» par l’identitc des objets discutés dans les 
deux ouvrages, quelle était la manière dont cette partie des mathématiques fut traitée généralement 
par les géomètres arabes du X.” siècle; et sourlout que la théorie des nombres congruents, qui nous 
inlérc.sse ici principalement, occupe dans le présent traité la même place importante que dans le frag- 
ment anonyme. 

Les observations de l’auteur sur la manière de trouver l’hypoténuse «' -f- I du triangle rectangle 
déduit des trois nombres consécutifs 1, m, m + t iont exactes; on a en effet 

(m — l)» + 2m = m>-|-i 

[ (« + 1) - (m - 1) ] + («» - 1) == + i. 
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(Etant proposes les quatre nomlirrs) l, s, 3, 4; si l’on en additionne les deux 
extrêmes, il résulté l’un des deux côtes (comprenant l’angle droit) du second triangle, 
à savoir de celui dont l’iiypote'nuse est 13; et le produit de l’un des deux (nombres) 
moyens par l’autre (pris) deux fois, est le second côte'. 11 existe par conse'qucnt 
une troisième mc'tliode pour (arriver à) la connaissance de ce (triangle). L’opé- 
ration (faite) d’après cette méthode prorluit des triangles k côtés rationnels qui 
sont tous primitifs. 

Par exemple, (soient proposés) î, 3, 4, s. La somme des deux extrêmes de ces 
(nombres) est l’un des deux côtés (comprenant l’angle droit) du triangle dont 
riiypolénuse est *3; et le prorliiit de 3 par 4 (pris) deux fois, est le second côte. 

Pareillement (soient proposés) 3, 4, 3, o. Si l’on en additionne les deux extrêmes, 
il résulte l’un des deux côtés (comprenant l’angle droit) du triangle dont l’hy- 
poténuse est 41; et si on multiplie 4 par 5 (pris) deux fois, il provient le second 
côté. Et si on opère de la même manière sur tous les (groupes de) quatre nombres 
consécutifs, les uns après les autres, suivant cet ordre, il résulte des triangles 
primitifs dont les plus petits côtés sont les (nombres) impairs suivant l'ordre à 
partir du cinq. 

Si les quatre nombres consécutifs, (ordonnés) de cette manière sont 3, 4, 5, 6, et 
que l’on y joigne ensuite deux nombres dont l’un les précède et dont l’autre 
les suive, à savoir î, 7, de sorte que ce soient six nombres consécutifs (ordonnés) 
de la manière suivante ï, 3, 4, S, «, î; alors, si l’on additionne les deux extrêmes 
des quatre (nombres) du premier arrangement, et si on multiplie l’un des deux 
moyens par l'autre (pris) deux fois, afin qu’il en résulte les deux côtés (comprenant 
l’angle droit) d’un de ces triangles, les deux côtés du même triangle résulteront 
exactement aussi de l’addition des deux extrêmes des six nombres du second ar- 
rangement, et de la multiplication de l'un des deux moyens par l’autre (pris) 
deux fois. Car la somme des deux extrêmes est la même dans les deux arran- 
gements, et les deux moyens ne sont pas changés. 

De même, si l’on ajoute aux nombres du premier arrangement deux nombres 
qui les précèdent et deux nombres qui les suivent, de sorte que l’on ait huit 
nombres consécutifs (arrangés) de la manière suivante l, s, 3, 4, s, 5, 7, 8, et que 
1 on exécute ensuite sur ces nombres ce que nous venons de dire en fait d’ad- 
dition des deux extrêmes et de multiplication de l’un des deux moyens par l’autre 
(pris) deux fois, il en résulte les deux côtés (comprenant l’angle droit) du triangle 
qui avait été produit au moyen de quatre nombres et au moyen de .six nombres. 

Mais si l’on ajoute deux nombres au commencement des nombres 3, 4, s, 6, de 
sorte que ce soient six nombres consécutifs j (arrangés) de la manière suivante fol. go etrio. 
t, *, 3, 4, 5, 6 ; ou si on ajoute deux nombres k la fin, de .sorte que (les six 
nombres) soient (arrangés) de la manière suivante 3, 4, 5, 6, 7, 8; le triangle est changé 
par suite du changement du premier (terme) extrême dans le premier arrange- 
ment, par suite du changement du dernier (terme) extrême dans le second ar- 
rangement, et par suite du changement des deux (termes) moyens dans tous les 
deux. 
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Si les deux côlcs (coraprcDant l'angle droit) d’un triangle sont connus au moyen 
de cette opération, { le moyen d'arriver à ) la connaissance de son hypoténuse 
est de multiplier le plus jietit des deux (nombres) moyens par lui-meme , 
de doubler ce qui en provient, et d’ajouter (le résultat) au plus petit des deux cô- 
tés qui est toujours impair. Ce qui résulte est riiyj)oténusc. 

OhSERYATIOS. 

Nous avons drjà vu ci-dessus, dans les nbsrnralions au NT 10 du fragment anonyme, que ces règles 
concernant la formation de triangles rectangles au moyen de quatre, six ou huit nombres consécutifs 
sont identiques à celle de Pythagorc. Les triangles engendrés sont de la forme 

[2« + 13’ + [2W («. 4- I) P = [Sm ("> +1) + t]’. 
les plus petits côtés |2m I) sont les nombres impairs suivant l’ordre. I..a méthode indiquée par l'au- 
teur pour trouver l'hypoténuse, et gui s’exprime par la formule 

2m’ -P (2m t) = 2i»(m t) -P t , 

n' est autre chose que la 3.* manière de trouver 1* hypoténuse , qu' il a donnée à 1’ occasion des 
triangles rectangles formés au moyen de deux nombres consécutifs (voir ci-dessus, pag. 50, ligg. 24 et 
dernière). 

rarcilirmcnt, si nous posons des nombres impairs consécutifs à partir du pre- 
mier impair, soient 3, 5, T, 8, il, 13, et si nous multiplions 3 par T et 5 par 
quatre, il en résulte les deux côtés (comprenant l’angle droit) du triangle dont l'Iiy- 
|>oténu.sc est 29, lesquels sont 20 , 21 , comme nous l’avons montré dans ce qui 
précède. Et si nous multiplions 5 par 9 et 7 par quatre, il en résulte les deux côtés 
(comprenant l’angle droit) du triangle dont l’hypoténuse est 53, .savoir 28 , 45. Si 
nous exécutons la même opération sur les trois nombres 7, 9, il, nous obte- 
nons un triangle (rectangle) primitif ; et pareillement si nous opérons sur les 
nombres 9, H, 13, nous obtenons un autre triangle (rectangle) primitif. 

Conséquemment, (si l’on prend) trois (nombres) impairs quelconques , consé- 
cutifs suivant l’ordre naturel, le produit du premier par le troisième est l’un 
des deux côtés (comprenant l'angle droit) d’un des triangles primitifs, et le ]>ro- 
duit du moyen des (trois nombres) par quatre est le second côté. 

(Le moyen d’arriver à) la connaissance de l'hypoténuse (consiste en ce) que 
nous multiplions le premier des trois (nombres) par lui-méme, et que (le produit) 
est ajouté au plus petit des deux côtés qui est toujours pair. Ce qui résulte 
est l’hypoténuse. 

PareUlcment (si l’on prend) quatre nombres impairs eonsécutifs quelconques, la 
somme des deux extrêmes est un des deux côtés (comprenant l’angle droit) d’un 
triangle primitif , et le produit de l’un des deux moyens par l’autre est le se- 
cond côté. (Soient proposés) par exemple , 3, 8, 7, 9. La somme de 3 , 9 est 
douze, et le produit de s par 7 est trente cinq. Ces deux (nombres) sont les 
deux (autres) côtés du triangle dont l’hypoténuse est 3ï. Et l’excédant de cette 
hypoténuse sur le plus petit des deux (autres) côtà , est le carré du premier 
des deux (nombres) moyens. 
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OBSERYATIOS. 

L« mêmes règles snr la formation des triangles rectangles au moyen de trois ou quatre nombres 
impairs consécutifs se trouvent dans le NT tl du fragment anonyme (voir ci-dessus pagg. 14, IS). Quant 
aux règles données ici relativement à la formation de l'bypoténuse, on a en effet (puisque m ^ t }, pour 
le premier cas 

(2m— l)(ïm + 3)>4(2« + I) et (2m — 1)> + 4(2m + 1) = (2m + 1)> + 4, 
pour le second cas 

(2m — l)(2m + l)> 4m et (2m — If -f 4m = (2m)» + 1. 

I.c passage auquel fauteur fait allusion pour la formation du triangle 20» + 21» o 20» , se trouve 
ei-desaus pag. 48, lig. 17 à 21 . 

Comme le premier nomlire impair .se divise seulement en un et deux; cjue le 
second impair, a savoir 5, se divise en un et quatre, et en deux et trois; que 
le troisième impair, à savoir 7, se divise en un et six, en deux et cinq, et en 
trois et quatre; que » se divise en un et huit, en deux et sept , en trois et 
six, et en quatre et cinq; et comme il est résulte' de chaque couple de ces parties 
un trianÿ>le (rectaii{>lc), ainsi que nous l'avons montré par des exemples dans ce 
qui précède, lorsque nous avons multiplie la somme des deux parties par leur 
dilTérence, et loisque nous avons multiplié l’une des deux (parties) par l’autre 
(prise) deux fuis : (il s’ensuit que) le produit de la somme de deux nombres dif- 
férents quelconques dont la somme es'l impaire, par leur différence est l’un des 
deux côtés (comprenant l’angle droit) d’un des triangles priinitils; et le produit 
de l’un des deux (nombres) par l’autre (pris) deux fuis est le second côté, a cela 
près que pour tous les couples de ces parties | qui ont un diviseur commun, fol. 9 l mu>. 
le triangle qui en résulte, est dérivé d’un triangle primitif qui précède. 

Nous trouvons, par exemple , panni les parties dans lesquelles se divise le 
neuf, trois et six qui ont un diviseur commun. Les deux côtes (comprenant l’angle 
droit) du triangle qui en résulte sont vingt sept et trente six, et son hypoté- 
nuse est quarante cinq. Ce (tiianglc) est de l’espèce du triangle dont les deux 
côtés (comprenant l’angle droit) sont trois et quatre, et dont l’hypoténuse est 
cinq. Nous ne trouvons pas cela parmi les jmrtics du n, ni parmi les jmrties 
du 13- Mais quant 'a )$, il se divise en un et quatorze, en deux et treize, en 
trois et douze qui ont un diviseur commun, en quatre et onze, en cinq et dix 
((ui ont un diviseur commun, en six et neuf qui ont un diviseur commun, et 
en sej)t et huit. L’opération (appliquée) a chacun des couples de ces parties qui 
ont un diviseur commun produit un triangle qui est de l’espèce d’un triangle 
précédent. D’une manière semblable chacun des nombres impairs jus<ju"a l’iniini 
SC divise dans les parties dans lcs<[nelles il est décompasablc, et on opérera sur 
chaque couple de ces (parties de la manière) que nous vciioils de décrire. 

OBSERfATIOX. 

Li même règle concernant la formation des triangles rectangles an moyen de deux nombres qncl- 
conques premiers entre eux, se trouve dans les numéros 6 et 7 du fragment anonyme (voir ci-dessus 
pagg. 9 i II; comparer aussi les observations au NT 3, pag. S et suiv.). 

Le passage du présent traité auquel fauteur fait allusion comme coolenani des exemples de cetic 
manière de former des triangles rectangles, se trouve ci-dessus pag. 47, lig. 8 en remontant et suiv.) 
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De ce qui précède il résulte un certain nombre (le manières de trouver ces 
triangles. Telles .sont : 

l’operation au moyen du nombre imjrair dont le carré se divise en deux nom- 
bres carrés; 

l'operation au moyen des racines des deux parties dans lestjuelles se divise 
chacun des (nombres) irajiairs; 

l'operation au moyen de deux nombres consécutifs quelconques; 

l’operation au moyen de trois nombres consécutifs ipielconques; 

l'opération au moyen de (juatre, de .six, ou de huit nombres consécutifs quel- 

conques, ou d'un plus grand nombre, en augmentant de deux en deux nombres; 
l’opération au moyen de trois nombres impairs consecutifs (|uclconques; 

l'opération au moyen de (juatre nombres imjiairs consécutifs quelcoïKjues; 

l’opération au moyen de deux nombres différents quelconques dont la .somme 

est impaire. 

Ces manières tiendront lieu des autres, .s’il plaît k Dieu. 

OBSERVATIOX. 

Vokî Ic3 rnéroits du présent traite oü se trouvent ex|to5érs les méthodes énumérées dans U réca- 
pitulation ci-dessus : la première, pag. 36, lig. 28 et suiv,; la seconde, qui n'est pas essentiellement dif- 
férente de la première, pag. 40. lig. 4 et suiv. et pag. 47, lig. 41 et suiv.; la troisième, |>ag. 49, lig. 
31 et suiv.; la quatrième, pag. SI, lig. 3 et suis.; la cinquième, pag. 53, lig. I et suiv.j la sixième, 
pag. 54, lig. 16 et suiv.; la septième, pag. 54, lig. 33 et suiv.; la huitième, pag. SS, lig. il et suiv. 



(Si nous examinons) les triangles (rectangles) qui sont produits au moyen de 
deux nombres comsccutifs quelconques a partir de l’unité, (nous trouvons que) 
l’aire du premier de ces (triangles) est égale k la moitié de la somme de ses 
côtés, (|ue l’aire du second est égale k la somme de scs côtés, l’aire du troi- 
sième égale k la .somme de ses côtés une fois et demie, et l’aire du quatrième 

égale k deux fois la somme de ses côtés; et de celte manière (le rapport de) 
l’aire de chacun de ces (triangles k la somme de ses côtes) dépasse (le rapport 
de) l’aire du triangle précédent (k la somme de ses côtés) de la moitié d’ une 
fois. La môme relation a lieu aussi entre les aires des triangles qui sont produits 
au moyen de trois nombres consécutifs quelconques k partir de l’unité, (consi- 
déré.s) les uns par rapport aux autres. 

(Pour) les triangles pixxluits au moyen de quatre nombres consécutifs quel- 
conques k partir de l’unité, l’aire du premier de ces (triangles) est égale k une 

fois et demie la somme de ses côtés, l’aire du second est égale k trois fois la 

somme de ses côtés, l’aire du troisième est égale k quatre fois et demie la somme 
de scs côtés, et de la môme manière (le rapport de ) l’aire de cbacun de ces 
(triangles k la somme de scs côtes) dépasse (le rapjKvrt de) 1’ aire du triangle 
précédent (k la somme de ses côtés) d’une fuis et demie. 
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(Pour) les triangles produits au moyen de six nombres consc'cutifs quelconques | 
a partir de Tunitc, l'aire du premier de ces (triangles) est ^gale à deux fois et 
demie la somme de scs côtes, l'aire du second est e'gale a cinq fois la somme 
de scs côte's; et pareillement (le rapport de) l'aire de chacun de ces (triangles 
à la somme de scs côtc's) de'passe (le rapport de) l'aire du triangle prc'ce'dcnt 
("a la somme de ses côtc's) de deux fois et demie. 

(Pour) les triangles produits au moyen de huit nombres consécutifs quelconques 
a partir de l'unité', l'aire du premier de ces (triangles) est e'gale a trois fois et 
demie la somme de scs côtc's, l'aire du second est e'gale à sc]>t fois la somme 
de ses côtc's, et pareillement (le rap|>ort de) l’aire de chacun de ces (triangles 
a la somme de scs côtés) dépasse ( le rap[X)rt de ) l'aire du triangle précédent 
(a la somme de ses côtc's) de trois fois et demie. 

Et de cette manière, toutes les fuis qu’un ajoute deux nombres aux nombres 
consécutifs, l'aire du triangle qui en résulte, augmente, relativement a l’aire du 
triangle précédent, d’une fois le nombre des multiples (de la somme de scs côtés). 

Si nous multiplions les côtés d’un des triangles primitifs par un certain nombre 
(exprimant) des multiples ou des parties, il en résulte des triangles dérivés de 
ce triangle. 

OBSERTÀTIOKS. 

Les théorèmes énoncés ici par l'auteur sont, è partir du second, distincts de ceux que nous avons 
trouvés ci-dessus dans le Vis du fragment anonyme. Malheureusement les théorèmes du présent traité, 
à l'eiception des deux premiers, concernant les triangles produits au moyen de deux et de trois nom- 
bres consreutifs, sont faux. 

En eCTct, désignons par A l'aire et par P le périmètre du triangle. Le triangle rectangle formé au 
moyen des deux nombres consécutifs m, m 1 a pour cdtés 

ui + ("«+•). -P (m + tP 

donc 

A ■= m(in + 1HS>» + 1) . P •= ï(m -P l)(4m + I), 

Le triangle rectangle produit au moyen des trois nombres consécutifs m, m+l , m -p 4 (voir ci-des- 
sus pag. 5t, lig. 3 et suiv.) a pour côtés 

m(m-P4). 4(m-Pt), (»i-pi)»-PI 

donc 

A - m(« -PI)(Bs -P 2) , P = 4(m-p 1K« -P 4) , p-y- 

Mais quant aux triangles rectangles produits au moyeu de quatre, de six, de huit nombres consécutifs, 
et ainsi de suite (voir ci-dessus pag. 53. lig. t et suiv.), le triangle rectangle produit au moyen des 
2(n -p I) nombres consécutifs m, m-pl,m + 4, . . . . ,m-p2ii-pl a pour côtés 

,(m -P ») -P (m -P « -P t) . 4(«-p«)(in-pn+ I), (« -p n)’ -P fm + n + t)> 

donc 

A = (m -P «)(« + n + l)(4«i + 4n-P I) , P == 4(« + n + iK4w + 2a + I) , ^ ” 

X 

I.e rapport p- prend donc successivement les valeurs : 

|wur les triangles rectangles produits au moyen de quatre nombres consécutifs 
I , If. 4. 4J. 3 

|H)Ur les triangles rectangles produits an moyen de six nombres consécutifs 

8 



fol. 01 cerio. 
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•1. ï, îi. 3. 3J. . . . 

p«ur les triangles rectangles produits tu moyen de huit nombres conséeutirs 
*. >i, 3. 3j, 4.... 

et ainsi de suite. 

On dirait que l'auteur a reçu par quelque communication orale une connaissanee imparfaite de théo- 
rèmes énoncés ailleurs, et qu’il se croit en état de les reproduire sans même se donner la peine de 
les véritier. On a déjà remarque cinlcssus un fait semblable fvoir pag. 47, lig. SI, lorsque I' auteur 
ne réussit pas à trouver la véritable nature do la suite qui renferme les by[)otcnuses des triangles 
rectangles primitifs, tout en paraiss.int posséder d’avance sur la lui de cette suite certaines notions 
justi'S, mais incomplètes ou confuses. Je répète d'ailleurs que je ne public pas la trailuclion du pré- 
sent traité à cause de sa valeur mathématique, mais parce qu’il complété à certains ég.trds, et notam- 
ment en ce qui concerne les nombres congruents, le fragment anonyme ci-dessus, et parce que, joint 
à ce fragment, il nous donne une idée assea précise des points qu’ embrassait la théorie arabe des 
triangles rectangles en nombres entiers vers la fin du X." siècle de notre ère. 

Les demiercs lignes du teste ci4essus comprennent ce que l’aiitcur a à dire sur la formation des 
triangles rectangles en nombres rationnels. On voit du reste aisément que tout triangle rectangle en 
nombres rationnels est ou bien un triangle rectangle primitif en nombres entiers, ou dérivé d’un trian- 
gle rectangle primitif en nombres entiers. 

Quant au but de la cnnnai.<»ancc de ces triangic.s, c’est de trouver un nnrabre 
<[ui a une racine, (et tel que) si on y ajoute un (certain) nombre, la .somme a 
une racine, et si on en rctranclic le même nombre, le reste a une racine. 

Il Z Explication. Notis |>osuas AR, RC (égaux aux) deux 

côtes (comprenant l'angle droit) d’un des triangle.s a 
côté; rationnels; nous construisons sur .AR, AC deux 
carres AE, .AH ; nous prolongeons DE jusiju’a CH, et 
DE jusqu’à ZH; nous coupons TR égal à RC, et KD 
e'gal à ZD, et nous menons les deux lignes TE, KM 
parallèles à AD, AB; alors le produit du côte' AR par 
lui— môme est le carre' AE, et le prixluit du côte' RC 
par lui-méme est le carré EH; conséquemment la ra- 
cine de la somme de ces deux (carrés) est rationnelle, 
parce que c’est l’bypolénu.se du triangle. Nous ajou- 
tons a ces deux (carrés) le produit de l'un des deux côtés par l’autre (pris) deux 
fois, a .savoir les deux (rectangle.s) complémentaires ZE, EC; alors il résulte comme 
somme le carré .AH; donc la racine de la (somme), à savoir AC, est rationnelle, 
parce que chacune des deux (parties) .AR, RC est rationnelle. Mais (d’iin autre 
côté) le produit de .AB par lui-môme et (le produit) de TB, c'est à dire de DC, 
j>ar lui-méme sont égaux au produit de AB par TR (pris) deux fois , avec le 
produit de AT par lui— môme , qui est le carré KT , en vertu de ce qui est 
cxp«»é dans la septième pn>position du second livre du Traité des Eléments ; 
et le produit de AB par TB (pris) deux fois est égal ‘a (la somme des) deux 
(rectangles) complémentaires ZE, EC; par con.séijuent les deux carrés AE , LM 
dont la somme est égale au carré de l’hypoténuse, sont égaux aux deux (rec- 
tangles) complémentaires ZE, EC avec le carré TK; (si) donc nous rctrancliun.s 
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du carre de l’Iiypotenuse les deux (rectangles) complémentaires ZE, EC, il reste 
le carré TK dont la racine est AT; et AT est rationnel parce que c’est la dif- 
férence des deux côtés AU. TB qui sont rationnels. 

Alors donc le carré de riiypoténuse du triangle est un nombre [qui a une 
racine], (et tel que) si on y ajoute un (certain) nombre, à .savoir (la somme des) 
deux (rectangles) complémentaires ZE, EC qui résultait de la multiplication de 
l’un des deux cotés (compiTiiatit l’angle droit) par l’autre (pris) deux fois, il ré- 
sulte le carré AH (jui est un nombre qui a une racine, et dont la racine est 
la somme des deux côtés; et si on retranche du carré de l’hypoténuse le même 
nombre, a savoir les deux (rectangles) complémentaires, il rc.ste le carré TK qui 
est un nombre qui a une racine, et dont la racine est la différence des deux 
côtés. Il est clair au.s-si d’après cela que le nombre ajouté et retranché est ce 
qui j résulte de la multiplication de l’un des deux côtés par l’autre (pris) deux fois. fol. M rerto. 

oiisEarATioxs. 

Ce qu’il importe surtout de remarquer dans le texte ci-dessus, c’est que l’auteur déclare en termes 
clairs et précis que le hut de la théorie des Irianffles rectangles en nombres rationnels est la résO' 
lution du problème des nombres congruents (comparer ci-dessus pag. 23, lig. 0; pag. 36, lig. 9). 

L'auteur démontre par une ligure géométrique le principe de cette résolution, savoir que si on a 
satisfait par des nombres rationnels A l’équation 

yv «a 

on aura 

J’+ 2iy = (*-)- yP et — 2iy = (x — y)’ 

ou x-t-y et X— y seront pareillement des nombres rationnels. Dans la Qgura ci-dessus AB correspond 
à X, BC i y, AC i X y, AT à X — y. 

Cette drmonslration géométrique présente d’ailleurs un caractère qui mérite d’èlre remarqué; c’est 
qu’elle est fondée sur des considérations de juxtaposition (') , méthode que les géomètres indiens sem- 
blent avoir employée avec prédilection. Celte circonstance serait-elle un indice que le problème des 
nombres congruents sous la forme oü nous le voyons traité par les Arabes, leur est venu des Indiens f 
On sait bien que Diophante a résolu en nombres rationnels divers cas des équations simultanées 
xaq-y = i% xv — yc|> (voir ci-dessus pag. 22, lig . 28); mais il parait d'un autre côté que l’analyse 
indéterminée de Diophante n’est pas restée inconnue aux géomètres indiens et qu’elle a été dévelop- 
pée par eux. Je fais observer, en outre, que la résolution arabe du problème des nombres congruents 
est intimement liée A la construction d’une figure géométrique en nombres rationnels, et que de sem- 
blables constructions de figures géométriques en nombres rationnels sont un des sujets les plus re- 
marquables traités par Brahmagupta (Voir Coltirooke, Algebra ttc. fnm Ote lantcrU, Imndon 1817 
pag. 295 A 31 1; et Chaelet, Aperçu hùlorique lur le dèrelappement det mrthodei en gAmétrie , Bru- 
xelles 1837, pag. 420 A 447). Je rappelle enfin que rien ne prouve jusqu'A présent que les Arabes aient 
connu Diophante antérieurement A la traduction qu'en fit AboftI WafA (mort en 998 de notre ère), 
tandis qu’on |)lace Brahmagupta environ au milieu du VII.» siècle, et que les communications scien- 
tifiques des Arabes avec les Iniliens remontent A la seconde moitié du VIII.» siècle. 



Si notre but est seulement de trouver un nombre qui a une racine, (et tel 
que) si on y ajoute un certain nombre, ce qui résulte a une racine, et (que) si 
on en retranche le môme nombre, ce qui reste a une racine, nous prenons deux 



(*) Uj citation «l'Enclidic «it inutilei on voit (xr luatapsaMlioa i|iiic AE ^ LM s KE ^ ET ^ KT v ZE ^ EC RT. 
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nombres quels qu'ils soient, consc'eutifs ou non conse'cutifs, nous multiplions l’un 
par l’autre, nous multiplions ensuite le produit par la somme des deux nombres, 
et nous divisons ce qui en résulté par leur diirc'reiice. Ce qu’on obtient est le 
nombre ajouté et retranebd. Ensuite nous multiplions chacun des deux nombres 
par lui-même, nous prenons la moitié de la somme des deux (produits), puis 
nous divisons par la difl’ércncc des deux nombres. Ce que l’on Imuve est la ra- 
cine du nombre qui (est tel que) si on y ajoute le nombre ajouté et retranebe, 
ce qui résulte a une racine, et (que) .si on en retranebe le même nombre, le 
reste a une racine. 

11 arrive qucb|ucfois que cette opération est en défaut dans (le cas de) deux 
nombres non consécutifs. Cela (a lieu) lorsjjue le nombre qui résulte de la ra- 
cine trouvée est plus petit que le nombre ajouté et retranché. La démonstra- 
tion de tout cela se trouve (comprise) dans ce que nous avons décrit. 

Nous avons donc démontié qu’au moyen de deux nombres dill'érents quelcon- 
ques nous construisons un triangle rectangle ayant les deux côtés (de l’angle 
droit) et l'hypoténuse rationnels. C’est que nous multiplions la somme des deux 
(nombres) par leur différence, ( d’où ) résultera l’un des deux côtés ; que nous 
multiplions l’un des deux (nombres) par l'autre (pris) deux fois, (d’où) résultera 
l’autre côté; que nous multiplions le plus petit des deux nombres par lui-même, 
que nous doublons le (produit), et que nous réservons ce qui en résulte; que 
nous multiplions la différence des deux (nombre.s) par elle-même, et (juc nous 
réservons ce qui en ré.sultc; que nous ajoutons ensuite le plus petit des deux 
résultats (ré.servés) au plus grand des deux côtés, ou que nous ajoutons le plus 
grand des deux résultats (réservés) au plus petit des deux côtés, (d’où) résul- 
tera l’hypoténuse. Apres cela nous multiplions l’un des deux côtés par l'autre 
(pris) deux fois, et il résultera le nombre ajouté et retranché. Ceci est l’opé 
ration la plus courte qui existe pour trouver cette espece de triangles. 

ODSERVATIOSS. 

te nnmhrc congrurnt formé par l'auteur dans le premier alinéa du texte ci-dessus, et le carré au- 
quel ce nombre est congruent, sont ceux du fragment anonyme divisés par 4(a — if. On a en elTet 

ni(n-|-»l r» -f- » . ai 
blo — ilJ"'’ 0 — 4 “L * "^o — éj 

r o^ + i' o4ia -t 41 _ r a -P 4 _ ai -]’ 

Lt(o — 4| J 0 — 4 ” L i O — 4 J 

On ne voit pas bien quelle est la difllculté dont l'auteur veut parler dans le second alinéa. Il pa- 
raitrait qu'il a pensé que l'on pourrait avoir quelquefois ^ serait 

une erreur, car on a toujours 

(qv -p 4’)’ = (a’ — 4>p -P (îoép > ï(o' — 4’Klo4) 

donc 




Dans le troisième alinéa l'auteur résume ainsi la formatinn des iiuantités principales dont il a été 
question dans son traité ; 
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In deux calhMn du triangle rectangle (a + 6i'a — i) , 2 ab 

rh)f|>olénm» la + ii(a — il + îi^ un 3aà + (o — 4)' 

le numbre congruent ïta + bUtt — 6)(2o4). 

Quant à la fomatinn de l'hypoténuae + 4’, on a en effet S4’<(a — 4P $i o’-*4'>2(i4, et 
24^ > (a — 4)* ai a* — 4’ < 2u4. 



Nous avons tnaiiitcnaiit dressé deux tables dans la première destpicllcs nous 
avons inscrit les triangles (rectangles) qui sont produits au moyen de deux nombres 
consc'cutiCs , pris deux a deux parmi les nombres suivant 1’ ordre a partir de 
l’unité. Ce sont les triangles dont les plus petits côte’s sont les (nombres) im- 
pairs suivant l’ordre 'a partir du trois, et qui sont nommes, à cause de cela , 
les triangles impairs. Or, il est c'vidcnt que les nombres impairs suivant 1 ordre 
se de'passent l’un l’autre continucllcmcut de deux. Les (plus) gninds (des deux) 
côtés (comprenant l’angle droit) de ces (triangles) sont continuellement plus petits 
d’une unité rjuc les hypoténuses. 

Dans la seconde table nous avons inscrit les triangles (rectangles) qui sont 
produits au moyen de tous les groupes de trois nombres consécutifs pris panni 
les nombres suivant l’ordre a partir de l’unité en passant tour a tour un nombre, 
par ce que, s'il arrive que les deux extrêmes des trois (nombres) soient pairs, 
le triangle est dérivé du triangle qui précède, ainsi que nous l'avons expliqué 
dans un autre endroit. Les plus j>ctits côtés de ces triangles sont paire en com- 
mençant par le huit et en se dépassant l’un l’autre continuellement de quatre; 
car on en a passé de deux en deux ’a cause des triangles ejui sont dérivés. C est 
pounjuoi (ces triangles) sont nommés les triangles pairs. Les (plus) grands (des 
deux) côtés (comprenant l’angle droit) de ces (triangles) .sont continuellement plus 
petits de deux que les hypoténuses. 

Nous avons laLssé de côté les autres triangles (rectangles) qui sont engendrés 
au moyen des autres méthodes que nous avoirs expliquées, aiin que celui qui 
voudra puisse les déterminer, heure plus petits côtés ne se dépassent pas les 
uns les autres d’après une règle et un ordre, et les (plus) grands (des deux) 
côtés (comprenant l’angle droit) de ces (triangles) (ne présentent pas) non plus 
(de la régularité) dans (la quantité') dont ils sont plus petits que les hyjKiténuses. 

Nous avons terminé la première table au tri.mgle dont le plus petit côté est 
31, et la seconde table au triangle dont le plus petit côté est 64. 

Voici la table : | 
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C2 



Les triangles pairs j 


s 

3 

C 

1. 

« 


•S 

c 

•1 

■c 

c 

te 

£ 


X 

^ 1 
U 

w ' 

^ ! 
s 


17 


15 


8 


37 


35 


12 


G5 


G3 


16 


101 


90 


20 


145 


143 


24 . 


197 


105 


28 ' 


237 


255 


32 ; 


325 


323 


36 


4Üt 


300 


40 ' 


48S 


483 


44 > 


577 


575 


48 


677 


G75 


52 1 


785 


783 


56 


901 


800 


60 1 


1023 


1023 


64 


U57 


1155 


6S 


iï97 


U95 


72 1 



: Les triangles impairs * 


I c 

a 

1 c 

I 

i 

£ 


*5 

U 

« 

c 

2 

Ui 

f) 


■S 

1 î 

a. 

B ;i 


i 5 


4 


3 


! O 


12 


5 


1 *5 


24 


7 


|i 


40 


0 


M 


60 


11 


! 85 


84 


13 


{ fis 


M2 


13 


145 


144 


17 


181 


180 


19 


221 


220 


21 


265 


264 


23 


313 


312 


25 


365 


364 


27 


' 421 


420 


20 


4SI 


480 


31 


545 


544 


33 


613 


612 


35 



OBSERVATIONS. 

Quant aux triangles rectangles produits au moyen de trob nombres consécutifs dont les deux exlré' 
mes sont pairs, et qui seraient, d'après l’auteur, dérirés chacun du triangle qui le précède, voy. ci-dessus 
pag. 52, lig. 10 et suiv. 

Les deux tables du texte mariuscrit contiennent chacune, comme on voit, deux triangles de plus que 
n'en annonce Tautcur dans les dernières lignes du texte ci-dessus. 

Les cbiflTres des deux tables sont exprimés dans le manuscrit au moyen des lettres de 1’ alphatwrt 
arabe; et comme il y a lieu de croire que la page du manuscrit qu’occupent ces deux tables, a été 
écrite dans l’espace de temps compris entre les années 960 et 072 de notre ère (voir ci-dessus pag. 
9), il s’ensuit qu'à cette époque on se serrait déjà des six lettres (ad, khd, dsdl, dhéd» shd, etghntn, 
(xmr exprimer respcctivrment les nombres 500, GOO, 700, 900 , 900 , 1000. D'un examen des livres 
de llamza. législateur des Druxes, M. de Sacy avait tiré la conjecture que cct emploi des six lettres 
que je viens de dire, ne pouvait être antérieur aux premières années du cinquième siècle de l’hégi- 
re. qui commence en 1010 de notre ère (voir érrammoire arabe, seconde édition, Paris 1931. T. I , 
pag. 90, note 2|; mais on voit par le fait que je viens de signaler, que l’usage dont il s'agit est plus 
ancien, selon toutes les probabilités, d'un demi-siècle au moins et peut-être davantage. 
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— 63 

Ce que l'aulcur dit de In formation des tables est exact. Il ne fait pas remarquer que la suite des 
l)y|iotcnu5<*s se forme aussi tri^s facilcmcnt au moyen des difTérenees : ce sont les diffcrenccs deuxiè- 
mes qui sout constantes. On voit d' ailleurs que les petits cdtés tics triangb^s pairs sont précisément 
les dilTcrcnccs des hypoténuses des triangles impairs suivant Tordre. 

C’est à tort que Tauleur prétend que tes autres mcttiodcs pour constniirc les triangles rectangles n*of- 
frent aucune régularité dans Je succession de leurs cdté$. Prenons, en effet, la plus générale des for- 
mules qu’il a proposées, savoir a* b* , 2oé , et construisons une table à double entrée des 

valeurs de ces expressions, dont voici le commencement: 





a =: { 


2 


3 


4 


.5 


G 


b = 1 


2, 0, 2 


5, 3» 4 


10, 8, G 


17, 15, 8 


2G, 24, 10 


37, 35, 12 


2 




S, Ü, 8 


13, 5, 12 


20, 13, IG 


20, 21, 20 


40, 32, 24 


3 






18, 0. 18 


25, 7, 24 


34, IG, 30 


45, 27, 3G 


4 








32, 0, 33 


41, D, 40 


52, 20, 4S 


5 










50, 0, 50 


nt. H, GO 


6 













72, 0, 72 



Un roiip d'oeil jeté sur ce tableau S'ttTtt pour nous montrer qu’il se construit tres-aisément au moyen 
d(*s dilTérences premières et deuxiemes prises suivant la longueur, on la largeur, ou même suivant les 
diagonales. On peut en outre, si Ton veut, y découvrir une foule de propriétés qui n’auraient pas 
manqué de paraître fort belles à Nicomaques, mais sur lesquelles il est inutile d’insister ici. 

Au bas de la page fol. 93 v! du manuscrit, au-dessous des deux tables, sc trouvent les mots ’oilrt' 
dAo bH-acli collationné avec le manuscrit autographe. » 



J 



56N \lf\A 
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ERRATA ET ADDENDA. 

1, lig- 7: pag. 44 e( tuW.; Utez : pag. 42 à 45. 

Paq. 21 , Ug. 13 : prcmicres; U$ti : premiers. 

Pag. S2, lig, 26 : i : lues : à. 

Pag^ 26, lig. 20. Entre cette ligne et la ligne suirante il se trouve (tans le manuscrit une ligne conv 
plêtement identique i la ligne suivante, à ceU près que le nombre placé dans la pre- 
mière case à droite est 19 au lieu de 17. Je devais naturellement supprimer cette 
ligne qui ne provenait évideinmcnt que d’une erreur du copiste. Mais après le ti- 
rage de la feuille je me suis aperçu qu'à la place de la li^e supprimée il y eut 
sans aucun doute, dans le manuscrit original que le copiste avait sous les yeux , 
une ligne correst>ondant à la décomposition de 10 en 0+10 et à l’hvpoténuse |8|. 
11 faut donc intercaler, entre les lignes 20 et 21 de la page 26, la ligne suivanle: 

iSI, 250,1 I l«9, 3SICnl I CMO I 32»CI | 181 | 180 | 19 | tO, 9 | t9 | 



Par suite il faut aussi intercaler dans le tableau des nombres congruents primitifs 
qui M trouve pag. 27. lig. 33 à 38. les nombre 100 entre les nombres tS4 et 210; 
et changer pag. 27, lig. 30 les mots: « en 33 lignes 20 nombres conp-uents pri- 
mitifs » dans : en 34 lignât 30 fiomàrci coNgnten(iprimt(t/s. Enfln il faut dans les 
tableaux des pages 32 et 33, entre la 6<. et 7«. ligne en remontant, intercaler une 
ligne contenant les valeurs suivantes : 

10 i y» 180 ; s = 181 ; 

txy = 6840 , 100 ; 3439 ; sy — 32580 , 005 ; 

— y>) » 32039 : 33122 2p ; s> + y> — 65161 ; 

{* - *)> =• MM4 . 8001 ; (f + : 

*!> — (* + , — Ïsp = 389S3 • : (» + V + *s)’ — *»’ = *49199 ’ : 

(* — y — *i)> — *!> = *08097 : *i’ — (X — y + *i)’ = *S1*I • ; 

— 4xy(x> — y’) 4382935X0 , 3043705. 

l'ag. 37, lig- 30 lUtt : carré, cal démontré dana la 1« proposilinn du IX*. Lirre dea (Clémcnla. 

Pag- 5*. < 10 . *7 aHWtM : Lca cdtéa dea triangica reclanglca déduita dca nombrea *, 3. 4 : 4, S, 6; R , 
7, 8; 8, 9, 10; 10, 11, 1* ; I*, 13, 14 ; etc. aont doubica des côtés des 
triangles rectangles formés au moyen des nombres t. *: X, 3; 3, 4; 4. 5; 
S, R; R, 7; etc. respectivement. C’ est peut-être ce que I’ auteur a voulu 
dire, mais ce que, en tout cas, il n'a pas dit. 
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